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まえがき

著者は工学者であり，数学者ではない．どちらかというと物理寄りである．自身のかっ
ての研究分野が電磁波だったため，電磁気学，相対性理論と興味が拡がった，特殊相対性
理論は時空がミンコフスキー空間という双曲幾何学が成立する非ユークリッド幾何学の上
で議論される．また，一般相対性理論ではそれこそ各点で異なるミンコフスキー空間が出
現する．
さらに，自分の趣味として山登りを行なうが，かっての登山には地図が不可欠であり，
その立場から地球表面に成立する球面幾何学にも関心があった．
これらについてはそれなりに理解していたが，たまたま，現在所属している放送大学で

「非ユークリッド幾何と時空」という講義があり，球面幾何学と双曲幾何学をきちんと学
ぶことができた．この講義は球面幾何学の諸定理は比較的理解のしやすい古典的幾何学を
用いて証明され，一方，双曲幾何学についてはベクトル表現を多用している．私個人はこ
れら二つの幾何学が対等に同じ形で説明される方がすっきりすると思い，対照的にメモを
作成してみた．本書はそれを纏め直したものである．また，数学書としては，もっと数学
記号を使い定理とその証明のセットという形の記述をすべきであろうが，比較的，身近な
用語を用いて，入門書的に記載した．元より，両幾何学とも長い伝統があり，私個人のオ
リジナリティは全くないが，二つの幾何学をほとんど同じ形式で論じているところが最大
の特徴であろう．
なお，この書では球面幾何学および双曲幾何学，さらにそれらの自然な極限としての平
面幾何学についてのみ説明し，物理である「特殊および一般相対性理論」は別の書として
まとめているので，そちらを参照してほしい．

著者
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第 1章

ユークリッド幾何学

ユークリッド幾何学（Euclidian geometry）とは古代エジプトのギリシア系哲学者であ
るエイクレイデス（Eukleides (Eng.)Euclid）（およびその一派）により体系化された幾何
学であり，点，線，面といった無定義の概念を組み合せた少数の公理の基に，多くの定理
を証明するという現在の数学の論法に通じる幾何学の体系である，無限に拡がる平面上に
描かれたどこまでも伸延可能な直線，またどこまでも間隔の変ることのない平行線などを
前提とした最も常識的な空間上の幾何学である．これ以外の非ユークリッド幾何学（non
Euclidian geometry）が存在し得るのが定着してきたのは 19世紀になってからである．

1.1 ユークリッド幾何学の公理
エイクレイデス派の樹立したユークリッド幾何学は，定理と証明，こうして得られた定
理を組み合せて，さらなる定理と証明といった論証を繰り返すことで作られた体系であ
り，現在の数学の議論の基礎となっている．この論法を逆に辿っていくと，いくつかの極
めて基礎的なそれ以上証明のできない要素とその関係の記述に行き着く．
点，線，面といった幾何学の基本要素は，これを説明したり証明したりしないで利用す
る無定義語（undefined terms）である．また点と線の関係，例えば 2点間を結ぶ直線が
存在するといった無定義語の関係を記述したものは公理（axiom）と言い，これもこれ以
上証明を試みるこののない前提条件である．無数に存在する定理（theorem）は，公理を
組み合せることで証明（proof）することが可能であり，この定理の上にさらに定理がで
き上っていく．
ユークリッド幾何学はユークリッドの基々の公理をその後，ヒルベルト（Hilbert）が
整備し，およそ 20個の公理を基に構築されている．およそとしたのは，参考とする書に
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よって若干の差があるからである．その詳細は省くが，点と線の関係，点と線の関係な
ど，結合の公理（incidence axiom）と呼ばれるものがおよそ 10 個，線上の点の順序な
ど，順序関係を定めた順序の公理（order axiom）と呼ばれるものがおよそ 5個，線分や
角度の合同を定義した合同の公理（congreence axiom）がおよそ 5個，平行の意味を定め
た平行線の公理（parallel axiom）が 1個，線を構成する点の連続性に関する連続の公理
（continuity axiom）が 2個である．
例えば，結合の公理の 1番は「任意の相異なる 2点 A, Bに対し，A, Bと結合する直
線が存在する．」など，ほとんどが常識的なものである．ただし，幾何学を面白くする個
人の名前の付いた 3個の公理だけ，紹介しておこう．
順序の公理の大部分は，直線上の 3点の「A, Bの間に Cがある」という定義をきちん
と述べたものであるが，パッシェの公理（axiom of Pasche）はこれらとは異なり，「同一
直線上にない 3点 A, B, Cと結合する平面 ABCがあり，この平面上にあってこれらの点
を通らない直線 ℓに対し．ℓが線分 ABの内点を通るならば，直線 ℓは線分 BCの内点を
通るか，または線分 CA の内点を通る．」というものである．これ以外の順序の公理は，
「もし間の点があれば」という前提であったが，この公理により，「間にある点」を作り出
す方法が得られるのである．
また平行線の公理はプレイフェアの公理（axiom of Playfair）とも呼ばれ，「任意の直
線 ℓと，直線 ℓ上にない任意の点 Aに対して，直線 ℓと点 Aによって決まる平面上にあ
り，点 Aを通り直線 ℓと交わらない直線がただ一つ存在する。」と言うものである．これ
については次節で述べる．
連続の公理の一つはアルキメデスの公理（axiom of Archimedes）と呼ばれ，「任意の
線分 AB について、AB 上に有限個の点 A1, A2, A3, ... , An−1, An が存在して、線分
AA1, A1A2, A2A3, ... An−1An のそれぞれが互いに合同である時，Bが Aと An の間に
あるようにすることができる．」と言うものである．この公理の意味はわかり辛いが，こ
の直線を数直線とし，点 Aが原点であり，x=AB，δ=AA1 とすると，どんなに小さな δ

に対しても，十分大きな nにより nδ > xとできることを示している．これは，無限大や
無限小といった概念に繋がり，最終的には有理数や実数の定義にも関係する重要な概念で
ある．実は連続の公理のもう一つは，すべての点がこうした Ai により尽されると言って
おり，正にすべての数を網羅できることを示している．

1.2 平行の公理
これらの公理のうち，得に平行の公理についてはいくつかの他の表現がある．
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• 2本の直線に 1本の直線が交叉している時，錯角が等しければ，2本の直線は平行
である．

• 三角形の内角の和は 2π である．
• すべての角度が直角の四角形が存在する．
• 互いの距離が常に変わらない直線の組が存在する.
• 直角三角形において斜辺の平方は他の辺の平方の和に等しい（ピタゴラスの定理）.

これ以外にも三角形や四角形を用いた表現が数多く存在しているが，いずれも相互に誘導
可能である．
地球のような大きな球面上では，議論をしている近傍では平行という概念は一見成立す
るが，本当に遠方まで伸ばすと，あらゆる平行線と信じていたものすらいずれは交叉する
ということが知られるようになってきた．つまり平行線が一本も引けないという事態で
ある．
さらに，球面に描かれた三角形の内角の和が 180◦ 以上になることも知られてきた．こ
こに至って，平行の公理は必ずしも成立しなくても，新しい幾何学が構築できるのではな
いかという考えが勃興してきた．これが非ユークリッド幾何学と呼ばれる分野の成立であ
る．この球面上の幾何学が本書の前半で述べる球面幾何学である．
逆に，平行線が何本も引け，かつ三角形の内角の和が 180◦ 以下になる双曲面上の幾何
学も構築された．それが本書の後半で述べる双曲幾何学である．
現在では，ある方向には球面幾何学的であり，他の方向には双曲幾何学的であるなど，
複雑な非ユークリッド幾何学を扱うリーマン幾何学という手法も開発されている．この
リーマン幾何学は，アインシュタインが樹立した相対性理論で多用され，物理の世界，天
文の世界では既に欠くべからざる数学的ツールの一つになっている．
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第 2章

平面三角法

2.1 加法定理
まず三角法加法定理（trigonometric addition formula）を示しておこう。

sin(s + t) = sin(s) cos(t) + cos(s) sin(t),
cos(s + t) = cos(s) cos(t) − sin(s) sin(t).

2.2 平面三角形とピタゴラスの定理
平面三角形（planar triangle）について成立する平面三角法（planar trigonometry）に
ついて説明する。平面三角形の頂点を A, B, C、各頂点における角度を A, B, C、対する
弧の長さを a, b, cとする。まず、C = ∠Cを直角とする直角三角形に対し、平面ピタゴラ
スの定理（planar Pythagorean theorem）と呼ばれる式が成立する。

c2 = a2 + b2. (2.1)

sin A = a

c
, sin B = b

c
. (2.2)

cos A = sin B, cos B = sin A. (2.3)

ピタゴラスの定理（Pythagorean theorem）と言えば (2.1)だけであり、(2.2)は sinの定
義、(2.3)は cosの定義といってもよい式であるが、後述の双曲面三角法ではすべての交
角が直角になる直角五角形が存在し、それに対するこれらの式がすべて同じになるため、
まとめて示したものである。
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2.3 平面余弦定理
任意の平面三角形 ABCに対し、平面余弦定理（planar cosine theorem）が成立する。

c2 = a2 + b2 − 2ab cos C,

cos C = a2 + b2 − c2

2ab
.

c2 = a2 + b2 − 2ab cos C < a2 + b2 + 2ab = (a + b)2 より，三角不等式 c < a + bが導出
される．

2.4 平面正弦定理
以下の平面正弦定理（planar sine theorem）が成立する。

a

sin A
= b

sin B
= c

sin C
.

2.5 球面三角形の内角の和と面積
平面三角形の内角の和 A + B + C = π

平面三角形の面積 S = ab sin(C)/2 に平面余弦定理を代入すると、次のヘロンの公式
（Heron’s formula）が導出できる。

S = 1
2

ab sin(C) = ab

2
√

1 − cos2(C) = ab

2
√

(1 + cos(C))(1 − cos(C))

=
√

2ab + a2 + b2 − c2

4
2ab − a2 − b2 + c2

4
=

√
(a + b)2 − c2

4
c2 − (a − b)2]

4
=

√
s(s − a)(s − b)(s − c).

ただし、s = (a + b + c)/2。証明終り。



6

第 3章

球面幾何学

地球の上に住んでいる人間が感じる幾何学のように，直線だと思っていたのが実は大
きな球の大円だったり，大円の 1/4 弧ずつ進んで右へ直角に曲がっていくと，平面なら
ば 4コーナー目で元の位置に戻るのが，3コーナー目で戻ってしまうなど，色々不思議な
ことが生じる．こうした球面上の幾何学を球面幾何学（spherical geometry）という．球
面（形）（spherical (adj.)）は多出するため「S」と省略することとする．同様に，ユー
クリッド（形）（Euclidean (adj.)）も「E」と省略することとする．

3.1 E内積と球面直線
球の原点を通る任意の平面と球面の交線は大円となるが，これが球面幾何学における球
面直線（spherical line）である．いずれ判明するが，球面では平行線が一本も引けない．
つまり，代表的な非ユークリッド幾何学である．
球面幾何学の土台を，次の式に従う原点に中心を持つ半径 1の球面 Sとする．

x2 + y2 + z2 = 1.

任意の二つのベクトル a, b ∈ R3 に対し，次に示す E内積（E inner product）を導入
する．E計量（E metric）ともいう．

a · b = xaxb + yayb + zazb = ∥a∥ ∥b∥ cos(s).

二番目の等号の証明は後述するが，sは二つのベクトルの間の E角度（E angle）である．
∥a∥ =

√
a · aなどはベクトルの E長さ（E length）を表し，Eノルム（E norm）と呼ば

れる．長さが 0でない二つのベクトルの内積が 0の時は，cos(s) = 0つまり，両ベクトル
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が E直交（E orthogonal, E right-angled）する時である．この E内積で距離の定義され
る空間を一般に E空間（E space）とよぶ．
二つのベクトルが点 A, Bを指す位置ベクトルの場合，∥rA − rB∥は二点間を結ぶ直線
の長さ，つまり E距離（E distance）を表す．これは球面幾何学における球面に沿った長
さではない．
原点を通る任意の平面と球面の交線を，球面直線（spherical line）とする．つまり大円
である．この交線は R3 空間で見ると円であるが，球面に拘束された人から見ると，二点
を結ぶ最短距離（証明は省く）となっている．
球面 Sを考える．今，二つのベクトルw, uをうまく選んで，平面 r = Zw + Xuと球
面の交線が Z2 + X2 = 1と表現される条件を求めよう．ここで Z, X としたのは双曲幾
何学との対応を取り易くするためであり，球面幾何では，X, Y, Z は対等であるため，ど
の座標を選択しようがまったく問題ない．球面は r · r = 1で表わされるので，これに代
入すると，

r · r = (Zw + Xu) · (Zw + Xu)
= Z2w · w + ZX(w · u + u · w) + X2u · u (= 1).

したがって，次式が成立する必要がある（u · w = w · uに注意）．

w · w = 1, w · u = 0, u · u = 1.

これはw, u ∈ Sであり，かつ互いに直交していることを示す．つまり，w, uは正規直交
系（長さが 1 で互いに直交する）の単位ベクトルであるともいえる．これらを球面直線
（大円）上の点を表現するときの S基底（S base）とよぼう．三次元空間の S基底は後に
述べるように，もう一つある（第三の基 v）が，球面直線を表現する際は，二つでも可能
であるのでこの節では二つについて議論する．

Z2 + X2 = 1であるので，しばしば Z = cos(s), X = sin(s)と記載し，大円の満す方
程式を次のように記載する．

r = cos(s) w + sin(s) u. (3.1)

つまり，球面幾何学における球面直線が，この式で sを動かすことにより得られる．
(3.1)を見ると，w は球面直線で原点に一番近い所を指す位置ベクトルで，uはそれと
直交する xy 平面内のベクトルでなければならないように感じるかも知れないが，それは
誤解である．r · r = 1からわかるように，球面の上の点はいずれも原点から等距離にある
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ので，同じ球面直線のどの点であってもまったく問題ない．実際，同一平面内にある新た
な次のような基を考えてみよう．

w′ = cos(s′) w + sin(s′) u,

u′ = − sin(s′) w + cos(s′) u.
(3.2)

これが基底であることは，w′ · w′ = 1, w′ · u′ = 0, u′ · u′ = 1となることから直ちに理
解できる．(3.2)から逆に元の基底を，新しい基底で表現してみよう．

w = cos(s′) w′ − sin(s′) u′,

u = sin(s′) w′ + cos(s′) u′.

これを (3.1)に代入すると，新しい基底で記述された r の表現が得られる．

r = cos(s) (cos(s′) w′ − sin(s′) u′) + sin(s) (sin(s′) w′ + cos(s′) u′)
= cos(s − s′) w′ + sin(s − s′) u′. (3.3)

つまり，s → (s − s′)とすれば，新しい基底 w′, u′ が使えるのである．
単位長の二つのベクトルのユークリッド内積を計算してみると，∆s = sB − sA とし
て，以下のようになる．

rA · rB = (cos(sA) w + sin(sA) u) · (cos(sB) w + sin(sB) u)
= cos(sB) cos(sA) + sin(sB) sin(sA) = cos(∆s).

3.2 接線ベクトル
r = cos(s) w + sin(s) uとし，s → s + dsとしてみよう．この時，r → r + drとして，

dr を求めてみよう．

dr = cos(s + ds) w + sin(s + ds) u − (cos(s) w + sin(s) u)
=(cos(s) cos(ds) + sin(s) sin(ds)) w + (sin(s) cos(ds) − cos(s) sin(ds)) u

− cos(s) w − sin(s) u = (sin(s) w − cos(s) u)ds (= t ds).

この右辺を tdsと定義しよう．つまり，sを増加すると移動していく方向であるので，tds

は球面直線の接線の方向を向くベクトルである．r · t = 0，t · t = 1が成立するので，次
式で定義される tは球面直線の接線ベクトル（tangent vector）である．

t = ±(sin(s) w − cos(s) u)
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接線の方向は二方向あるので ±を付した（特に断わらない場合は，正号，つまり sの増
加につれ r が動いていく方向）．接線ベクトルは，これから球面三角形のいくつかの定理
を証明する際に，積極的に利用される重要な概念である．なお，w = r とすれば，u = t

である．
さて，rA, rB の接線ベクトルを tA, tB とすると，

tA · tB = (sin(sA) w − cos(sA) u) · (sin(sB) w + cos(sB) u)
= sin(sB) sin(sA) + cos(sB) cos(sA) = cos(∆s) = rA · rB .

である．平面幾何学であると，同じ直線に乗っていれば接線ベクトルは常に等しいが，非
ユークリッド空間では，ここにあるように，その保証はない．A，B二点の接線の向きを
互いに対向するように tAB , tBA のように選択すれば，

tAB · tBA = −rA · rB .

さて，A, B∈ Sとし，これら二点と原点を含む平面を考える．これら二つの座標ベクト
ルは，共通の基底 w, uを用いて次のように記述することができる．

rA = cos(sA) w + sin(sA) u,

rB = cos(sB) w + sin(sB) u.

これを w′, u′ を基底に替えると，(3.3)より，すべての sinや cosの引数が s′ だけ減るこ
とは明かであろう．したがって，sB − sA は基底の取り方に依存せずに維持されることが
わかる．つまり，w, uの選択には大きな自由度があることが理解できよう．

wの具体的な候補の一つは次のようにして得られる．まず，xy平面と x = 0で交叉し，
z 軸から θ傾むいている平面 x = αz を考えよう．α = tan(θ)である．これと，球面との
交線を求めるには次式に代入すればよい．

x2 + y2 + z2 = 1.

その結果，β2 = 1/(1 + α2)として，次式が得られる．

z2

β2 + y2 = 1.

これを cos2(s) + sin2(s) = 1と比較すると，z = β cos(s), y = sin(s)とすれば，パラメー
タ sで置き換えることができる．
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x = αβ cos(s),
y = sin(s),
z = β cos(s).


さらに，z 軸の周りに ϕ回転すると，sをパラメータとした球面直線の式が得られる．

x = αβ cos(s) cos(ϕ) − sin(s) sin(ϕ),
y = αβ cos(s) sin(ϕ) + sin(s) cos(ϕ),
z = β cos(s).


適当に選ばれた α, β, s に対し w = (x, y, z) となり，w · w = 1 が確認できる．さらに，
前述のように，もう一つの基底は u = dw/dsで得られる．

3.3 球面線分の長さ
sB − sA が基底の選択によらず維持されることから sB − sA は A と B の間の球面直
線，つまり球面線分（spherical line segment）の長さと強い関係を持っていることが予想
される．実際，長さは (3.1)を利用して，次のようにして計算できる．∫ B

A
ds

∣∣∣∣dr

ds

∣∣∣∣ =
∫ B

A
ds | cos(s) w + sin(s) u | =

∫ B

A
ds = |sB − sA|.

つまり球面線分の長さは |sB − sA|である．これは二点間の E距離ではなく，球面に沿っ
て測った S長さ（S length）である．

3.4 球面直線間の角度
球面 S内の同じ点を起点とする二つの球面線分の間の角度を考えよう．例えば点 Aか
ら点 B，Cに引かれた二つの線分を AB, ACとする時，それぞれの接線 tAB および tAC

の間の角度を対象としよう．これら接線ベクトルはAと E直交してるので，原点に移動
すればいずれも S上の点を指す．
こうしたベクトルを対象にして議論を続ける．今，S上の点を指す座標ベクトル q を考
え，二つのベクトル u, v をうまく選んで，q = Xu + Y v と記載（なお，一つのベクト
ルならば，w, uでも記載できる）し，X, Y を変化させて得られる平面と球面 Sの交線が
X2 + Y 2 = 1と表現される条件を求めよう．球面は q · q = 1で表わされるので，これに
代入すると，
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q · q = (Xu + Y v) · (Xu + Y v)
= X2u · u + XY (u · v + v · u) + Y 2v · v (= 1).

したがって，次式が成立する必要がある（u · v = v · uに注意）．

u · u = 1, u · v = 0, v · v = 1.

これは u, v ∈ Sであり，かつ互いに直交していることを示す．つまり，u, v は正規直交
系（長さが 1で互いに直交する）の単位ベクトルであるともいえる．
したがって，X = cos(s), Y = sin(s)と記載し，H1 内の球面直線の満す方程式を次の
ように記載することができる．

q = cos(s) u + sin(s) v.

球面 S上の 2球面直線 AB，ACのなす S角度（S angle）は，それぞれの点 Aにおける
接線 tAB と tAC（共に Sのベクトル）の双方を通過する球面直線 q = cos(s) u + sin(s) v

を用い，その間の角度 |sc − sb|とすればよい．
w の候補としては S上の任意の点を指すベクトルを採用した．uにはその点を起点と
する任意方向の接線ベクトル t がよいだろう．また，v の候補としてはこの二つのベク
トルと直交する別の接線ベクトルがよいだろう．外積の概念があれば，r0 × t のことで
ある．
このように，球面幾何学は互いに直交する，S内の w, u, v の合せて三つの単位ベクト
ルにより議論することができる．w は球面上の任意の点を通過する原点を通過する単位
ベクトル，uはこの点を通過する任意の球面直線の接線，v はこの点を通過しこの球面直
線と直行する別の球面直線の接線である．

3.5 球面三角形と球面余弦定理
球面上の 3点を 3本の球面直線で結んだものを，球面三角形（spherical triangle）とい
い，それについて成立する球面三角法（spherical trigonometry）について説明する．球
面上の球面三角形の頂点を A, B, C，各頂点における角度を A, B, C，対する辺の S長さ
を a, b, cとする．
球面線分 CA，CBの点 Cにおける接線を tCA，tCB としよう．これらを原点へ移動す
ると，いずれも rC に直交する平面と球面の交点を指すベクトルである．その間の角度は
C = ∠Cである．このため，tCA · tCB = cos(C)となる．一方，rA, rB は
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rA = rC cos(a) + tCA sin(a),
rB = rC cos(b) + tCB sin(b).

と書ける．したがって，

rA · rB = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)(tCA · tCB).

rA · rB = cos(c)および tCA · tCB = cos(C)なので，次式の関係が得られる．

cos(c) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) cos(C),

cos(C) = cos(c) − cos(a) cos(b)
sin(a) sin(b)

.
(3.4)

下式は上式を変形しただけである．これは球面余弦定理（spherical cosine theorem）と
よばれる関係式である．

a, bに関する余弦関数の加法定理は以下のようになる．

cos(a + b) = cos(a) cos(b) − sin(a) sin(b).

これと (3.4)を比較しよう．cos C ≤ −1なので，cos(a + b) < cos(c)．cosは正引数に関
し減少関数なので，a + b > c，つまり次の三角不等式（triangle inequality）が成立する．

c < a + b.

3.6 球面ピタゴラスの定理
C = ∠C を直角とする球面直角三角形に対し，球面ピタゴラスの定理（spherical

Pythagorean theorem）と呼ばれる式が成立する．

cos(c) = cos(a) cos(b). (3.5)

sin(A) = sin(a)
sin(c)

, sin(B) = sin(b)
sin(c)

. (3.6)

cos(A) = cos(a) sin(B), cos(B) = cos(b) sin(A). (3.7)

(3.5)は余弦定理 (3.4)で ∠C = π/2としただけである．
(3.6)については，球面三角形 ABCの Aから ACの接線を tAC，Aから ABの接線を

tAB，Cから CBの接線を tCB として，まず，tAB を残る二つの直交する接線で表す．

tAB = cos(A) tAC + sin(A) tCB .



3.7 球面三角形の内角の和と面積 13

さらに，点 Aを基準に点 C，Bを表す．また，点 Cを基準に点 Bを表す．

rC = cos(b) rA + sin(b) tAC ,

rB = cos(c) rA + sin(c) tAB

= cos(a) rC + sin(a) tCB .

これらより，

rB · tCB = sin(a),
rB · tCB = sin(c)(tAB · tCB) = sin(c) sin(A).

したがって，左式が得られる．右式も点 Aと点 Bの立場を入れ替えれば証明できる．
(3.7)については，

tAB · tAC = cos(A),

tAB · tAC =
(

rB − cos(c) rA

sin(c)

)
· tAC = rB · tAC

sin(c)

= (cos(a) rC + sin(a) tCB) · tAC

sin(c)
= cos(a)(rC · tAC)

sin(c)

= cos(a) sin(b)
sin(c)

= cos(a) sin(B).

したがって，左式が得られる．右式も tBA · tBC より証明できる．

3.7 球面三角形の内角の和と面積
∠Cの球面直角三角形に対する球面ピタゴラスの定理の (3.7)を利用し，次の余弦加法
定理の右辺を変形する．

cos(A + B) = cos(A) cos(B) − sin(A) sin(B) = (cos(a) cos(b) − 1) sin(A) sin(B).

こ式の右辺は負であるので，A + B > π/2となり，球面直角三角形の残る二角の和は直角
より大きいことが証明される．これより，球面直角三角形を二つ合せた一般の球面三角形
内角の和（sum of interior angles of a spherical triangle）についても，次式が成立する．

A + B + C > π.

球面三角形の面積（area of a spherical triangle）は次のようにして求めることができ
る．任意三角形 ABCの三辺の作る大円で仕切られた球の各領域の面積を考えてみよう．
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S
A

B

C

図 3.1 球面三角形の面積
S は三枚の半月形のピールが重なっている

この三つの大円で仕切られた図形を見ると，図 3.1 に見られるように，二つの隣接した
三角形で構成されたピール（ナイフで切り取られた果物の皮の半月状の小片）が見えてく
る．このうち，S と書かれた三角形を含む 3枚のピール（これに薄く色を塗ってみるとよ
いだろう），それと全く球中心に対し対称な位置にある 3枚のピールに着目する．ちなみ
に各ピールの面積は狭角に比例し，4π(A/2π) = 2Aなどとなる（対称のピールも同じ面
積）．これら 6枚のピールで球の全表面は被覆できるが，対象となる三角形の面積 S は余
計に二重に，さらにこれと対称な位置にある同面積の三角形も余計に二重に被服される．
したがって 4(A + B + C) = 4π + 4S が得られる．これより，与式が導出される．

S = A + B + C − π

この式は 5.8節「双曲三角形の面積」で示す別法でも誘導することができる．これを「球
面三角形の面積は内角和過剰量（sum excess of inner angles）である」といっておこう．
任意の球面三角形の面積がこの式のように π からの過剰内角和で計算できるというこ
とは，種々の面積計算が平面図形に比べ圧倒的に楽である．例えば，球面 n角形の面積は
S =

∑n
i=1(内角)i − (n − 2)π となる．つまり球面 n 角形の面積も内角和過剰量である」

といえる．

3.8 球面正弦定理
任意の球面三角形 ABCに対し，以下の球面正弦定理（spherical sine theorem）が成立
する．

sin(a)
sin A

= sin(b)
sin B

= sin(c)
sin C

.

これは点 Cから球面線分 ABに直交する E垂線（E perpendicular line）を下し，その足
を点 Dとする．球面三角形 CAD，および CBDに対し (3.6)を適用する．球面線分 CD



3.9 双対三角形 15

の長さを xとすると，

sin(x) = sin(A) sin(b) = sin(B) sin(a).

これより最初の等号が証明できた．点 Aより BCに垂線を下すことにより，次の等号も
証明できる．

3.9 双対三角形
球面上の任意の点 Aに対応する rA に直交する平面は球面と交線 lA を持つ．この点 A
と曲線（球面直線）lA の関係を互いに双対（dual）という．
また逆に，球面上の球面直線 la に対し，一葉球面上の点 aが双対となる．ただ aと書
くと，球面線分の長さと区別がつかないので，点 A*と書くこととする．
さて，球面上の任意の球面三角形 ABC を考え，球面線分 BC（長さ a）と双対な点
を A*，以下同様に B*，C*を定め，三角形 A*B*C*を ABC の双対球面三角形（dual
spherical triangle）という．
双対三角形の概念は平面三角形にはない．平面三角形はそのサイズに比較し巨大な球面
上の球面三角形で近似できるが，双対な三角形は非常に巨大となり，永遠の彼方に発散し
てしまうからである．
さて，今迄と同じ半径 1の球面上の双対三角形について議論しよう．球面線分 A*B*の
長さは C（= ∠C），B*C*は A，C*A*は B に等しくなる．また，C*（= ∠C*）は球面
線分 ABの長さ cに，A*は aに，B*は bに等しくなる．
双対球面三角形に成立する余弦定理を書き下すと，次式のように，元の三角形の辺の長
さが頂点角に，頂点角が辺の長さに書き変わった式となる．

cos(C) = − cos(A) cos(B) + sin(A) sin(B) cos(c),

cos(c) = cos(C) + cos(A) cos(B)
sin(A) sin(B)

.

これを双対球面余弦定理（dual spherical cosine theorem）という．



16 第 3章 球面幾何学

3.10 E外積
本書では二つのベクトルの双方に直交するベクトルという概念をなるべく使わないよう
にしてきた*1が，外積という概念を使ってそれを表現することができる．球面幾何学でも
外積の概念を持っているといろいろ便利なため，任意の二つのベクトル a, bに対し，次に
示す E外積（E outer product）を導入する．ただし，紹介に止める．

a × b = (yazb − zayb)i + (zaxb − xazb)j + (xayb − yaxb)k.

i, j, k はそれぞれ x, y, z 軸方向の単位ベクトルである．なお，自分自身との外積は常に
a × a = 0である．

(a × b) · a = 0および (a × b) · bは簡単に証明できる．このことから n = a × bはこ
れら二つのベクトルの作る面の E法線（E normal）であることがわかる．nの長さを正
規化するために，n · nを計算してみよう．

(a × b) · (a × b) = (yazb − zayb)2 + (zaxb − xazb)2 + (xayb − yaxb)2

= (x2
a + y2

a + z2
a)(x2

b + y2
b + z2

b ) − (xaxb + yayb + zazb)2

= (a · a)(b · b) − (a · b)2. (3.8)

したがって，次式のように定義された nは長さ 1の法線ベクトルとなる．

n = a × b√
(a · a)(b · b) − (a · b)2

.

二つのベクトル ra, rB が球面上の点を指す座標ベクトルの場合には，この正規化定数
の二乗は次式のようになる．

(rA · rA)(rB · rB) − (rA · rB)2 = 1 − cos2(∆s) = sin2(∆s).

ただし，∆s = sB −sA．したがって，rA, rB の正規化された法線 nは次式で与えられる．

n = rA × rB

sin(∆s)
.

またこのことから，次式が得られる．

rA × rB = sin(∆s)n.

*1 実は双対は直交の概念そのものである．
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球面直線は球面上の二つの点，例えば A，Bを通るものとして定義されるとする．点 A
から点 Bに向う球面直線上の接線のベクトル tを求めよう．

t = n × rA.

元々直交している二つのベクトルの外積なので，これは正規化されている．さらに，(3.8)
を利用し，rA · rA = 1に注意して変形すると，

t · t = (n × rA) · (n × rA) = (n · n)(rA · rA) − (n · rA)2 = 1.

したがって tも原点に移動すれば，球面を指すベクトルであることがわかる．
外積のベクトルの方向は，一般に，先のベクトルから後のベクトルの方へ捻じった際，
右ネジの進む方向となる．したがって，二つのベクトルの順番を逆にすると，その外積の
ベクトルの向きは反転する．



18

第 4章

球面の射影と地図

地図とは何らかの射影関数により、球面を平面に写像（mapping）したものである。も
ちろん、その目的は、球面図形の情報を運搬や保管が容易な紙などの平らな物の上に表現
しようというものである。しかし、残念なことに、図形すべての情報を正確に表現するこ
とはできない。例えば図形のあちこちの角度をうまく写像すると、面積は場所により拡大
したり縮小したりする。そこで、図形の何を正確に写像するかにより、各種の図法が発生
する。

4.1 射影の種類
写像は数学の世界では射影（projection）と呼ばれる。これは広義の射影の概念である。
さらに狭義の射影の概念として、ある射影中心から光を出し、球面上の点を球に当て、像
（image）（やっかいなことに、これも日本語では射影というが、本書では単に像とした）
を平面に写すことを意味する。本章ではこの狭義の射影について述べる。なお、やや拡張
し、平面を任意の位置に置き、射影中心に相当する一点、球面上の点、平面上の像の点が
常に同一の直線上に並ぶようにして作図したものをすべて狭義の射影とする。これにより
平面を球の中心を通るように置き、射影中心と反対側にある球面の点を射影することも可
能にした。
このうち代表的なものは、以下の三種類である。

中心射影（central projection） : 地図の分野では心射図法（gnomonic projection）とよ
ばれる。射影中心を球中心に置き、球面の接平面に射影する。球面直線である大円
の像はすべて直線となるが、緯線のような小円の像は一般には楕円となる。このた
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め大圏航空を使う空路、航路の表現に優れている。
立体射影（stereographic projection） : 地図の分野では平射図法（orthomorphic pro-

jection）とよばれる。ステレオ図法ともいう。射影中心を球面上の一点に置き、そ
れと双対な大円を含む平面に射影する。図形の角度が維持される。球面上の大円も
小円も、それらの像はすべて円となる。

正射影（orthographic projection） : 地図の分野では正射図法（orthographic projection）
とよばれる。射影中心を無限遠に置き、それと垂直な平面に射影する。遠方から球
を見た像となるが、球面直線の像も楕円となるし、角度も維持されず、地図として
は使いづらい。

以下に球面幾何学にとって重要な前二者について説明する。

4.2 中心射影
中心射影では、射影中心を球中心に置き、球面の接平面に射影する。したがって、半球
だけで無限大の像になってしまう。残る半球の像が欲しい場合には、もう一枚の接平面が
必要となる。
球面直線とは、大円で表現できる。この大円を含む平面は射影面である平面と直線で交
わる。つまり、球面直線の像は直線となる。
次に球面上の小円を考えよう。射影中心から小円の中心を通る射影線に着目すると、小
円はこの線に垂直な面に存在し、この軸からの距離が等しい円である。したがって、小円
を通過する射影線は、円錐形を構成する。円錐の頂点は射影中心の位置であり、前述の射
影線を軸とする。一方、投影平面は円錐の軸とは一般には斜めに交わっている。円錐と平
面の交点は楕円になることが知られているので、小円の像は楕円となる。円錐の軸と平面
の交点は、この楕円の焦点の一つとなる。
なお、球面上の角度は維持されない。

4.3 立体射影
立体射影では、球面上の一点 Zに射影中心を置き、それと双対な大円 Cを含む射影平
面 Eに射影像を作成する。z > 0の球面 S+ 上の点の像は Cの外部に、z < 0の S− は C
の内部に、z = 0の大円は Cに射影されるのは明らかであろう。
立体射影では、球面上の図形の角度が射影面でも維持されるという等角（conformal）
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図 4.1 立体射影における等角性

性が成り立つ。それは次のようにして証明できる。図 4.1 に示すように、球面上のある
点 Rを通る射影中心 Zからの射影線に対する Zでの接平面と、射影平面 Eの二つの平面
に着目すると、射影線に対し、両者が同じ角度で交わっている。射影線と接平面の角度を
θ とすると、∠ZROは π/2 − θ となる。三角形 ORZは二等辺三角形なので、∠OZRも
π/2 − θとなる。したがって、∠ZPOつまり射影線と射影平面の間の角も θとなる。球面
上の角度というのはある点、例えば Rから発生する二本の接線により定義される。それ
ぞれの接線と直線 ZRを含む二枚の平面を考える。これらが ZRと同じ角度で交叉する射
影平面と交わるので、射影平面でも同じ角度で交わることが明かである。（証明終り）
球面上の小円を含むすべての円の射影像は円となる。ただし球面上の大円の射影像
と、射影平面の半径 1 の円の直径の両端を通過する。ただし、射影中心を通過する小円
や大円の像だけは直線となる。この証明は以下のようになる。球面上の任意の小円の上
の点 R（座標ベクトル r）は球面に拘束されているので r · r = 1。また、球面と交叉す
る平面上にあるので、球面を向く長さ 1 の任意の固定ベクトル a = (xa, ya, za) を使い、
r · a = b。0 < b < 1であり、この固定ベクトルの原点から bの位置で直交する平面の上
に存在することになる。射影像のベクトルを p = (xP , yP , 0)とする。pは球面の頂点 Z
（rZ = (0, 0, 1)）と Rを通過する直線上にあるので、

p = (1 − t)rZ + tr.

球面束縛から、

r · r = 1
t2 [p − (1 − t)rZ ] · [p − (1 − t)rZ ] = 1

t2 [x2
P + y2

P + (1 − t)2] (= 1).

これを纏めると、
x2

P + y2
P + 1 − 2t = 0

また平面束縛から、

r · a = 1
t
[p − (1 − t)rZ ] · a = 1

t
[xP xa + yP ya − (1 − t)za] (= b)
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したがって、t = (xP xa + yP ya − za)/(b − za)となり xP , yP の一次式である。これを前
式の二次式に代入しても、二次の係数は 1のままなので、(xP , yP , 0)は xy 平面内の円と
なる。
特例として、点 Zを通過する円の像は直線となる。それは円を含む平面が点 Zを含む
ため、その像がこの平面と射影面 Eとの交線になるからである。
球面上の直線である大円と円 Cの二つの交点は、円 Cの直径の両端に位置するが、こ
れら交点の像は、これらの点そのものとなる。したがって、球面直線は円 Cの直径の両端
の関係にある二点を通過する円となる。点 Zを通過する大円の像は円 Cの中心を通過す
る直線となる。



22

第 5章

双曲幾何学

球面幾何学では近傍では平行だった線も遠方まで行くと必ず交叉する．逆に近傍では平
行だった線が遠方まで行くとどんどん離れていくような非ユークリッド幾何学も存在す
る．その代表がミンコフスキー計量を用いた双曲幾何学（hyperbolic geometry）である．
本章の内容は球面幾何学の内容と酷似している．そのため，記述の列挙の仕方もなるべく
球面幾何学の章と合せたので，比較しながら読んでほしい．双曲（形）（hyperbolic (adj.)）
は多出するため「H」と省略することとする．同様に，ミンコフスキー（Minkowski）も
「M」と省略することとする．

5.1 双曲面と双曲距離
双曲幾何学は，回転双曲面の上に描かれる図形の関する幾何学である．回転双曲面とは
以下の式に従う曲面である．

x2 + y2 − z2 = −1.

具体的には y軸の方向から見ると，z = ±1である点 Z，Z− より上下方向に拡がる双曲線
であり，それを z 軸の周りに回転させた漏斗状の構造を持ち，二葉双曲面（hyperboloid
of two sheets）H2 とよばれる．特に z > 0の H+

2 をもっぱら扱うので，単に双曲面ある
いは Hという場合には H+

2 を指すものとする．
上式の右辺が 1の場合は y 軸の方向から見ると，x = ±1より左右方向に拡がる双曲線
であり，それを z 軸の周りに回転させると，全体が繋がった一枚の側面が開いたドーナツ
のような構造を持つ一葉双曲面（hyperboloid of one sheet）H1 となる．一葉双曲面も H
上の点の性質を扱う際に補助的に利用され，多くの場合，lz > 0の H+

1 が使われる．
上式で右辺が 0の場合は y 軸の方向から見ると，z = ±xなる ±45◦ の斜線を z 軸の周
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light cone

H
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y
O
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図 5.1 z > 0の二葉双曲面 H，光円錐，一葉双曲面 H+
1

りに回転させた円錐となり，H2とH1の境を形成する．相対論では光円錐（optical cone）
と呼ばれる．図 5.1に，これらの z > 0の構造を示す．
また，球面幾何学で三角関数が多用されたように，双曲幾何学では以下の式で定義され
る双曲線関数（hyperbolic function）が使われる．

sinh(s) = et − e−t

2
, cosh(s) = et + e−t

2
,

tanh(s) = sinh(s)
cosh(s)

= et − e−t

et + e−t
.

(5.1)

これらは，x軸の方に開いた双曲線上にある点 Pに対し，x軸，OP，双曲線で囲まれた領
域の面積*1を s/2とする時の，y，xと一致するのであるが，その定義を使ってもあまり
便利ではないので指数関数による定義を示した．csch, sech, cothなども，これらを使って
三角関数と同じように定義されるが，本章ではあまり使われないので，定義を省略する．
まず，三角関数と同様な公式が成立する．

cosh(−s) = cosh(s), sinh(−s) = − sinh(s), tanh(−s) = − tanh(s),

cosh2(s) − sinh2(s) = 1 1 − tanh2(s) = 1
cosh2(s)

.

双曲線関数に関する加法定理も三角関数と似た形となる．*2

*1 三角関数では双曲線が円に置き換る
*2 sinhや tanhの積が入るごとに負号が反転する．
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図 5.2 M直交する二つのベクトルは 45◦ の直線に対称の位置になる

sinh(s + t) = sinh(s) cosh(t) + cosh(s) sinh(t),
cosh(s + t) = cosh(s) cosh(t) + sinh(s) sinh(t),

tanh(s + t) = tanh(s) + tanh(t)
1 + tanh(s) tanh(t)

.

これらの証明は，(5.1)の定義式を使って簡単にできる．

5.2 M内積と双曲直線
図形を扱うには，辺の長さや頂点の角度が重要な概念となってくるが，そのために有効
なのが，内積の概念である．任意の二つのベクトル a, b ∈ R3 に対し，次に示す M内積
（M inner product）を導入する．M計量（M metric）ともいう．

a ⊙ b = xaxb + yayb − zazb.

なお，この定義は数学の分野でしばしば使われるが，相対論の分野ではこれの符号反転し
た定義がしばしば用いられるが，議論の大局は変らない．
この M 内積で距離の定義される空間を一般に M 空間（M space）とよぶ．∥a∥M =

√
a ⊙ aはベクトルのM長さ（M length）を表し，Mノルム（M norm）ともいう．
a ⊙ b = 0の時には，M直交（M orthogonal, M right-angled）しているという．例え
ば xz 面内の任意の二つのベクトル a = (xa, 0, za)と b = (xb, 0, zb)が M直交している
としよう．すると a ⊙ b = zazb − xaxb = 0となるので，zb/xb = xa/za となる．つまり，
図 5.2に示すように，二つのベクトルは z = xの斜め 45◦ の線に対し，対称な方向を向
いている．ユークリッド直交のような関係とはやや異なっていることに注意してほしい．
自分自身との内積 a ⊙ aはユークリッド内積の場合には非負である．そこで，この平方
根をノルムとよび，ベクトルの長さに対応するとしてきた．しかし，M 内積では a ⊙ a

は正にも負にもなりうる．例えば座標ベクトル r を見てみよう．もし r が二葉双曲面 H2



5.2 M内積と双曲直線 25

上の点を指している時には，x2 + y2 − z2 = −1であるので，r ⊙ r = −1であるが，rが
一葉双曲面 H1 上の点を指している時には，x2 + y2 − z2 = 1であるので，r ⊙ r = 1で
ある．一般に，座標ベクトルが光円錐中を向く場合，M内積は負であるし，光円錐外を向
けば正である．さらに，光円錐に沿う場合には 0となる．
原点を通る任意の平面と双曲面の交線を，双曲直線（hyperbolic line）とする．ただし，
この平面が H+

2 と交叉するためには，xy 平面より 45◦ 以上立っている必要がある．この
交線自身も R3 空間で見ると双曲線であるが，双曲面に拘束された n人から見ると，二点
を結ぶ最短距離（証明は省く）となっており，ちょうど球面幾何学での球面直線が平面と
球面の交線である大円であることに対応する．
今，二つの座標ベクトルw, uをうまく選んで，r = Zw + Xuとし，X, Z を変化させ
て得られる平面と双曲面 Hの交線が，Z2 − X2 = 1と表現される条件を求めよう．双曲
面は r ⊙ r = −1で表わされるので，これに代入すると，

r ⊙ r = (Zw + Xu) ⊙ (Zw + Xu)
= Z2w ⊙ w + ZX(w ⊙ u + u ⊙ w) + X2u ⊙ u (= −1).

したがって，次式が成立する必要がある（u ⊙ w = w ⊙ uに注意）．

w ⊙ w = −1, w ⊙ u = 0, u ⊙ u = 1.

これはw ∈ H2，u ∈ H1 であり，かつ互いにM直交していることを示す．つまり，w, u

はM空間での正規直交系（長さが 1で互いに直交する）の単位ベクトルであるともいえ
る．図 5.2からわかるように，uは H1 の z >側に存在する．これらを双曲直線上の点を
表現するときの H基底（H base）とよぼう．三次元空間のM基底は後に述べるように，
もう一つある（第三の基底 v）が，双曲直線を表現する際は，二つでも可能であるのでこ
の節では二つについて議論する．ここで，我々の扱う H1 は実は H+

1 で十分であることが
わかる．ただし，以下に述べる各種証明では，H+

1 に限らないで反対向きの H−
1 にまで拡

張して議論した方が便利なこともあるので，H+
1 と特記しない場合には拡張された H1 で

あると理解してほしい．
Z2 − X2 = 1であるので，しばしば Z = cosh(s), X = sinh(s)と記載し，双曲直線の
満す方程式を次のように記載する．

r = cosh(s) w + sinh(s) u. (5.2)

つまり，双曲幾何学における双曲直線が，この式で sを動かすことにより得られる．
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図 5.3 r に対応する接線ベクトル t

(5.2)を見ると，w は双曲直線で原点に一番近い所（ユークリッド計量的に）を指す位
置ベクトルで，uはそれと直交する xy 平面内のベクトルでなければならないように感じ
るかも知れないが，それは誤解である．r ⊙ r = −1からわかるように，双曲面の上の点
はいずれも原点から等M距離にあるので，同じ双曲直線のどの点であってもまったく問
題ない．H距離（H distance）と新しい用語を使ったが，二点間を結ぶベクトルのM長
さのことである．実際，同一平面内にある新たな次のような H基底を考えてみよう．

w′ = cosh(s′) w + sinh(s′) u,

u′ = sinh(s′) w + cosh(s′) u.
(5.3)

これが基底であることは，w′ ⊙ w′ = −1, w′ ⊙ u′ = 0, u′ ⊙ u′ = 1となることから直
ちに理解できる．(5.3)から逆に元の基底を，新しい基底で表現してみよう．

w = cosh(s′) w′ − sinh(s′) u′,

u = − sinh(s′) w′ + cosh(s′) u′.

これを (5.2)に代入すると，新しい基底で記述された r の表現が得られる．

r = cosh(s) (cosh(s′) w′ − sinh(s′) u′) + sinh(s) (− sinh(s′) w′ + cosh(s′) u′)
= cosh(s − s′) w′ + sinh(s − s′) u′. (5.4)

つまり，s → (s − s′)とすれば，新しい基底 w′, u′ が使えるのである．
単位長の二つのベクトルのユークリッド内積は cos(s) となることが知られているが，

M内積は ∆s = sB − sA として，以下のようになる．

rA ⊙ rB = (cosh(sA) w + sinh(sA) u) ⊙ (cosh(sB) w + sinh(sB) u)
= − cosh(sB) cosh(sA) + sinh(sB) sinh(sA) = − cosh(∆s).
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5.3 接線ベクトル
r = cosh(s) w + sinh(s) uとし，s → s + dsとしてみよう．この時，r → r + drとし
て，dr を求めてみよう．

dr = cosh(s + ds) w + sinh(s + ds) u − (cosh(s) w + sinh(s) u)
=(cosh(s) cosh(ds) + sinh(s) sinh(ds)) w + (sinh(s) cosh(ds) + cosh(s) sinh(ds)) u

− cosh(s) w − sinh(s) u = (sinh(s) w + cosh(s) u)ds (= t ds).

この右辺を tdsと定義しよう．つまり，sを増加すると移動していく方向であるので，tds

は双曲直線の接線の方向を向くベクトルである．r ⊙ t = 0，t ⊙ t = 1が成立するので，
次式で定義される tは双曲直線の接線ベクトル（tangent vector）である．

t = ±(sinh(s) w + cosh(s) u) (5.5)

この関係を図 5.3に示すが，接線の方向は二方向あるので ±を付した（特に断わらない
場合は，正号，つまり sの増加につれ r が動いていく方向）．接線ベクトルは，これから
双曲三角形のいくつかの定理を証明する際に，積極的に利用される重要な概念である．な
お，w = r とすれば，u = tである．
さて，rA, rB の接線ベクトルを tA, tB とすると，

tA ⊙ tB = (sinh(sA) w + cosh(sA) u) ⊙ (sinh(sB) w + cosh(sB) u)
= − sinh(sB) sinh(sA) + cosh(sB) cosh(sA) = cosh(∆s) = −rA ⊙ rB .(5.6)

である．平面幾何学であると，同じ直線に乗っていれば接線ベクトルは常に等しいが，非
ユークリッド空間では，ここにあるように，その保証はない．A，B二点の接線の向きを
互いに対向するように tAB , tBA のように選択すれば，

tAB ⊙ tBA = rA ⊙ rB .

さて，A, B∈ Hとし，これら二点と原点を含む平面を考える．これら二つの座標ベクト
ルは，共通の基底 w, uを用いて次のように記述することができる．

rA = cosh(sA) w + sinh(sA) u,

rB = cosh(sB) w + sinh(sB) u.
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これをw′, u′ を基底に替えると，(5.4)より，すべての sinhや coshの引数が s′ だけ減る
ことは明かであろう．したがって，sB − sA は基底の取り方に依存せずに維持されること
がわかる．つまり，w, uの選択には大きな自由度があることが理解できよう．

wの具体的な候補の一つは次のようにして得られる．まず，xy平面と x = 0で交叉し，
z 軸から θ傾むいている平面 x = αz を考えよう．α = tan(θ)である．これと，二葉双曲
面との交線を求めるには次式に代入すればよい．

x2 + y2 − z2 = −1.

その結果，β2 = 1/(1 − α2)として，次式が得られる．

z2

β2 − y2 = 1.

これを cosh2(s) − sinh2(s) = 1と比較すると，z = β cosh(s), y = sinh(s)とすれば，パ
ラメータ sで置き換えることができる．

x = αβ cosh(s),
y = sinh(s),
z = β cosh(s).


さらに，z 軸の周りに ϕ回転すると，sをパラメータとした双曲直線の式が得られる．

x = αβ cosh(s) cos(ϕ) − sinh(s) sin(ϕ),
y = αβ cosh(s) sin(ϕ) + sinh(s) cos(ϕ),
z = β cosh(s).

 (5.7)

適当に選ばれた α, β, s に対し w = (x, y, z) となり，w ⊙ w = −1 が確認できる．さら
に，前述のように，もう一つの基底は u = dw/dsで得られる．

5.4 双曲線分の長さ
sB − sA が基底の選択によらず維持されることから sB − sA は A と B の間の双曲直
線，つまり双曲線分（hyperbolic line segment）の長さと強い関係を持っていることが予
想される．実際，長さは (5.2)を利用して，次のようにして計算できる．∫ B

A
ds

∣∣∣∣dr

ds

∣∣∣∣ =
∫ B

A
ds | cosh(s) w + sinh(s) u | =

∫ B

A
ds = |sB − sA|.
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つまり双曲線分の H長さ（H length）は |sB − sA|である．これは実はM距離であるM
長さと同じである．以後は H長さと呼ぶ．
ここで一つ注意しておくことがある．それは sで測られるのは H長さであり，ユーク
リッド空間における長さではないということである．例えば，wを (0, 0, 1)，uを (1, 0, 0)
とすれば r = (sinh(s), 0, cosh(s))となるが，dsに対する dr = (cosh(s), 0, sinh(s))dsで
与えられる．この短かいベクトルの H長さは ∥dr∥H =

√
cosh2(s) − sinh2(s)ds = dsと

一定となるが，ユークリッド長さは ∥dr∥ =
√

cosh2(s) + sinh2(s)ds = cosh(2s)dsとな
り，sの増加につれ増大，特に大きな sに対しては指数関数的に増大するので，注意して
ほしい．

5.5 双曲直線間の角度
双曲面 H内の同じ点を起点とする二つの双曲線分の間の角度を考えよう．例えば点 A
から点 B，C に引かれた二つの線分を AB, AC とする時，それぞれの接線 tAB および
tAC の間の角度を対象としよう．これら接線ベクトルはAとM直交してるので，原点に
移動すればいずれも H+

1 上の点を指す．
こうしたベクトルを対象にして議論を続ける．今，H+

1 上の点を指す座標ベクトル q を
考え，H1 内の二つのベクトル u, v をうまく選んで，q = Xu + Y v と記載（なお，一つ
のベクトルならば，w, uでも記載できる）し，X, Y を変化させて得られる平面と一葉双
曲面 H1 の交線が X2 + Y 2 = 1と表現される条件を求めよう．一葉双曲面は q ⊙ q = 1
で表わされるので，これに代入すると，

q ⊙ q = (Xu + Y v) ⊙ (Xu + Y v)
= X2u ⊙ u + XY (u ⊙ v + v ⊙ u) + Y 2v ⊙ v (= 1).

したがって，次式が成立する必要がある（u ⊙ v = v ⊙ uに注意）．

u ⊙ u = 1, u ⊙ v = 0, v ⊙ v = 1.

これは u, v ∈ H1 であり，かつ互いにM直交していることを示す．つまり，u, v は正規
直交系（長さが 1で互いに直交する）の単位ベクトルであるともいえる．
したがって，X = cos(s), Y = sin(s)と記載し，H1 内の双曲直線の満す方程式を次の
ように記載することができる．

q = cos(s) u + sin(s) v.
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双曲面 H 上の 2 双曲線分 AB，AC のなす H 角度（H angle）は，それぞれの点
A における接線 tAB と tAC（共に H+

1 の座標ベクトル）の双方を通過する双曲直線
q = cos(s) u + sin(s) v を用い，その間の角度 |sc − sb|とすればよい．

w の候補としては H上の任意の点を指すベクトルを採用した．uにはその点を起点と
する任意方向の接線ベクトル tがよいだろう．また，v の候補としてはこの二つのベクト
ルとM直交する別の接線ベクトルがよいだろう．M外積の概念があれば，r0 ⊗ tのこと
である．
このように，双曲幾何学は互いにM直交する，H内の w，H+

2 内の u，v の合せて三
つの H基底により議論することができる．w は双曲面上の任意の点と原点を通過する単
位ベクトル，uはこの点を通過する任意の双曲直線の接線，v はこの点を通過しこの双曲
直線と直行する別の双曲直線の接線である．

5.6 双曲三角形と双曲余弦定理
双曲面上の 3点を 3本の双曲直線で結んだものを，双曲三角形（hyperbolic triangle）
といい，それについて成立する双曲三角法（hyperbolic trigonometry）について説明す
る．双曲面上の双曲三角形の頂点を A, B, C，各頂点における角度を A, B, C，対する辺
の H長さを a, b, cとする．
双曲線分 CA，CB の点 C における接線を tCA，tCB としよう．これらを原点へ移動
すると，いずれも rC に M 直交する平面と一葉双曲面 H+

1 の交点を指すベクトルであ
る．その間の H角度は C = ∠Cである．このため，tCA ⊙ tCB = cos(C)となる．一方，
rA, rB は

rA = rC cosh(a) + tCA sinh(a),
rB = rC cosh(b) + tCB sinh(b).

と書ける．したがって，

rA ⊙ rB = cosh(a) cosh(b) + sinh(a) sinh(b)(tCA ⊙ tCB).

rA ⊙ rB = cosh(c)および tCA ⊙ tCB = − cos(C)なので，次式の関係が得られる．

cosh(c) = cosh(a) cosh(b) − sinh(a) sinh(b) cos(C),

cos(C) = − cosh(c) + cosh(a) cosh(b)
sinh(a) sinh(b)

.
(5.8)
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下式は上式を変形しただけである．これは双曲余弦定理（hyperbolic cosine theorem）と
よばれる関係式である．

a, bに関する双曲余弦関数の加法定理は以下のようになる．

cosh(a + b) = cosh(a) cosh(b) + sinh(a) sinh(b).

これと (5.8)を比較しよう．− cos C ≤ 1なので，cosh(a + b) > cosh(c)．coshは正引数
に関し増加関数なので，a + b > c，つまり次の三角不等式（triangle inequality）が成立
する．

c < a + b.

5.7 双曲ピタゴラスの定理
C = ∠C を直角とする双曲直角三角形に対し，双曲ピタゴラスの定理（hyperbolic

Pythagorean theorem）と呼ばれる式が成立する．

cosh(c) = cosh(a) cosh(b). (5.9)

sin(A) = sinh(a)
sinh(c)

, sin(B) = sinh(b)
sinh(c)

. (5.10)

cos(A) = cosh(a) sin(B), cos(B) = cosh(b) sin(A). (5.11)

(5.9)は余弦定理 (5.8)で ∠C = π/2としただけである．
(5.10)については，双曲三角形 ABCの Aから ACの接線を tAC，Aから ABの接線
を tAB，Cから CBの接線を tCB として，まず，tAB を残る二つの直交する接線で表す．

tAB = cos(A) tAC + sin(A) tCB .

さらに，点 Aを基準に点 C，Bを表す．また，点 Cを基準に点 Bを表す．

rC = cosh(b) rA + sinh(b) tAC ,

rB = cosh(c) rA + sinh(c) tAB

= cosh(a) rC + sinh(a) tCB .

これらより，

rB ⊙ tCB = sinh(a),
rB ⊙ tCB = sinh(c)(tAB ⊙ tCB) = sinh(c) sin(A).
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したがって，左式が得られる．右式も点 Aと点 Bの立場を入れ替えれば証明できる．
(5.11)については，

tAB ⊙ tAC = cos(A),

tAB ⊙ tAC =
(

rB − cosh(c) rA

sinh(c)

)
⊙ tAC = rB ⊙ tAC

sinh(c)

= (cosh(a) rC + sinh(a) tCB) ⊙ tAC

sinh(c)
= cosh(a)(rC ⊙ tAC)

sinh(c)

= cosh(a) sinh(b)
sinh(c)

= cosh(a) sin(B).

したがって，左式が得られる．右式も tBA ⊙ tBC より証明できる．

5.8 双曲三角形の内角の和と面積
∠Cの双曲直角三角形に対する双曲ピタゴラスの定理の (5.11)を利用し，次の余弦加法
定理の右辺を変形する．

cos(A + B) = cos(A) cos(B) − sin(A) sin(B) = (cosh(a) cosh(b) − 1) sin(A) sin(B).

こ式の右辺は正であるので，A + B < π/2となり，双曲直角三角形の残る二角の和は直
角より小さいことが証明される．これより，双曲直角三角形を二つ合せた一般の双曲三角
形内角の和（sum of interior angles of a hyperbolic triangle）についても，次式が成立
する．

A + B + C < π.

上式よりさらに，最左辺および最右辺をそれぞれ書き直し，この双曲直角三角形の a, b

が十分小さいとすると，

sin
(π

2
− A − B

)
= (cosh(a) cosh(b) − 1)sinh(a)

sinh(c)
sinh(b)
sinh(c)

≈ a2 + b2

2
a√

a2 + b2
b√

a2 + b2
= ab

2
.

右辺はこの小さな三角形の面積 S であり，左辺も π/2 − A − B に近似できるので，
S = π/2 − (A + B)が成立する．したがって，直角三角形を二つ合せた一般の小さな双
曲三角形については，S = π − (A + B + C)が成立する．
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図 5.4 大きな三角形は小さな三角形に分割できる

もっと大きな双曲三角形の面積（area of a hyperbolic triangle）については，その中
を小さな三角形に分割する．例えば，図 5.4のように，三辺の中点付近（厳密な中点であ
る必要はない）を三つの双曲線分で繋ぐと，4つの三角形に分割できる．もし，この各 4
つの三角形の面積がそれぞれの三角形の頂点角を使って次式の形で与えられると，全体の
三角形の面積も次式になることが簡単に証明できる．4つの三角形にはそれぞれ三つの内
角があるので，全体で 12個の内角があることになる．それぞれ次式が成立するとすると
して，これらを全部合計すると，左辺は全体の面積，右辺は 4π −

∑12
i=1(内角)i となる．

12 個と書いたが，そのうち，3 個は A, B, C である．残る角度はすべて三つの中点付近
にそれぞれ 3個ずつ存在する．これらの総和はいうまでもなく，3π である．したがって，
全体の三角形に対し次式が成立することになる．この少し小さい三角形が十分小さくなけ
ば，それぞれをさらに 4つの三角形に分離する．こうして再帰的に十分小さい三角形に分
離すれば，それから積み上げて，大きな三角形に対しても，次式が成立する．

S = π − (A + B + C).

これを「双曲三角形の面積は内角和不足量（sum shortage of inner angles）である」と
いっておこう．
任意の双曲三角形の面積がこの式のように π からの内角和不足量で計算できるという
ことは，種々の面積計算が平面図形に比べ圧倒的に楽である．例えば，双曲 n角形の面積
は S = (n − 2)π −

∑n
i=1(内角)i となる．つまり「双曲 n角形の面積も内角和不足量であ

る」といえる．

5.9 双曲正弦定理
任意の双曲三角形 ABCに対し，以下の双曲正弦定理（hyperbolic sine theorem）が成
立する．

sinh(a)
sin A

= sinh(b)
sin B

= sinh(c)
sin C

.
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これは点 Cから双曲線分 ABにM直交するM垂線（M perpendicular line）を下し，そ
の足を点 Dとする．双曲三角形 CAD，および CBDに対し (5.10)を適用する．双曲線分
CDの H長さを xとすると，

sinh(x) = sin(A) sinh(b) = sin(B) sinh(a).

これより最初の等号が証明できた．点 Aより BCにM垂線を下すことにより，次の等号
も証明できる．

5.10 双対三角形
双曲上の任意の点 Aに対応する rA にM直交する平面は双曲面とは交点を持たないが，
一葉双曲面 H1 とは交線 lA を持つ．この点 Aと曲線（双曲直線）lA の関係を互いに双対
（dual）という．
逆に一葉双曲面 H+

1 上の点 aに対し，それとM直交する平面が双曲面 Hと作る交線を
la とするとき，点 aと曲線（双曲直線）la は互いに双対であるという．つまり，双曲面上
の双曲直線 la に対し，一葉双曲面上の点 aが双対となる．ただ aと書くと，双曲線分の
H長さと区別がつかないので，点 A*と書くこととする．なお点 A*は z > 0のH+

1 側の
ものを採用する．
さて，H 上の任意の双曲三角形 ABC を考え，双曲線分 BC と双対な点 a を A*，以
下同様に B*，C*を定め，三角形 A*B*C*を ABC の双対双曲三角形（dual hyperbolic
triangle）という．
双対三角形の概念は平面三角形にはない．平面三角形はそのサイズに比較し巨大な双曲
面上の双曲三角形で近似できるが，双対な三角形は非常に巨大となり，永遠の彼方に発散
してしまうからである．
さて，原点から底までの長さが 1の，今迄と同じ双曲面上の双対三角形について議論し
よう．双曲線分 A*B*の H長さは C（= ∠C），B*C*は A，C*A*は B に等しくなる．ま
た，C*（= ∠C*）は双曲線分 ABの H長さ cに，A*は aに，B*は bに等しくなる．
双曲面上の双曲三角形に双曲余弦定理が成立したように，一葉双曲面上の双曲三角形に
は，次の双対双曲余弦定理（dual hyperbolic cosine theorem）が成立する．

cos(C) = − cos(A) cos(B) + sin(A) sin(B) cosh(c),

cosh(c) = cos(C) + cos(A) cos(B)
sin(A) sin(B)

.
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この上式の証明は以下のように行う．双曲線分 C*A*，C*B*の点 C における接線を
tC∗A∗，tC∗B∗ としよう．これらを原点へ移動すると，いずれも r∗

C にM直交する平面と
一葉双曲面 H+

1 の交点を指すベクトルである．その間の H角度は C∗ = cである．この
ため，tC∗A∗ ⊙ tC∗B∗ = cos(c)となる．一方，rA∗ , rB∗ は

rA∗ = cos(A) rC∗ + sin(A) tC∗A∗ ,

rB∗ = cos(B) rC∗ + sin(B) tC∗B∗ .

と書ける．したがって，

rA∗ ⊙ rB∗ = − cos(A) cos(B) + sin(A) sin(B)(tC∗A∗ ⊙ tC∗B∗).

rA∗ ⊙ rB∗ = cos(C)および tC∗A∗ ⊙ tC∗B∗ = cos(c)なので，証明終り．

5.11 M外積
本書では二つのベクトルの双方に直交するベクトルという概念をなるべく使わないよう
にしてきた*3が，ユークリッド幾何学では，外積という概念を使ってそれを表現する．双
曲幾何学でも外積の概念を持っているといろいろ便利なため，任意の二つのベクトル a, b

に対し，次に示すM外積（M outer product）を導入する．ただし，紹介に止める．

a ⊗ b = (yazb − zayb)i + (zaxb − xazb)j − (xayb − yaxb)k.

i, j, k はそれぞれ x, y, z 軸方向の単位ベクトルである．なお，自分自身とのM外積は常
に a ⊗ a = 0である．

(a ⊗ b) ⊙ a = 0および (a ⊗ b) ⊙ bは簡単に証明できる．このことから n = a ⊗ bは
これら二つのベクトルの作る面のM法線（M normal）であることがわかる．nの長さを
正規化するために，n ⊙ nを計算してみよう．

(a ⊗ b) ⊙ (a ⊗ b) = (yazb − zayb)2 + (zaxb − xazb)2 − (xayb − yaxb)2

= (zazb − xaxb − yayb)2 − (z2
a − x2

a − y2
a)(z2

b − x2
b − y2

b )
= (a ⊙ b)2 − (a ⊙ a)(b ⊙ b). (5.12)

したがって，次式のように定義された nはM長さ 1のM法線ベクトルとなる．

n = a ⊗ b√
| (a ⊙ b)2 − (a ⊙ a)(b ⊙ b) |

.

*3 実は双対は直交の概念そのものである．
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二つのベクトル ra, rB が双曲面 H上の点を指す座標ベクトルの場合には，この正規化
定数の二乗は正となる．

(rA ⊙ rB)2 − (rA ⊙ rA)(rB ⊙ rB) = cosh2(∆s) − 1 = sinh2(∆s).

ただし，∆s = sB − sA．したがって，rA, rB の正規化されたM法線 nは次式で与えら
れる．

n = rA ⊗ rB

| sinh(∆s)|
.

こうして作られた nは，n ⊙ n = sinh2(∆s)/| sinh(∆s)|2 = 1から，一葉双曲面 H1 に
属することがわかる．またこのことから，次式が得られる．

|rA ⊗ rB | = | sinh(∆s)|.

双曲直線は双曲面上の二つの点，例えば A，Bを通るものとして定義されるとする．点
Aから点 Bに向う双曲直線上の接線のベクトル tを求めよう．

t = n ⊗ rA.

元々 M 直交している二つのベクトルの M 外積なので，これは正規化されている．さら
に，(5.12)を利用し，rA ⊙ rA = −1に注意して変形すると，

t ⊙ t = (n ⊗ rA) ⊙ (n ⊗ rA) = (n ⊙ rA)2 − (n ⊙ n)(rA ⊙ rA) = 1.

したがって tも一葉双曲面 H1 に属することがわかる．
M 外積のベクトルの方向は，一般に，先のベクトルから後のベクトルの方へ捻じった
際，右ネジの進む方向となる．したがって，二つのベクトルの順番を逆にすると，そのM
外積のベクトルの向きは反転する．座標ベクトルのM外積の場合には，この順番を適切
に選んで，M外積ベクトルの z 成分が正となるようにするのがよい．
単位長の二つのベクトルのユークリッド外積の絶対値は sin(s) となることが知られて
いるが，H1 に属する二つのベクトルの M 外積は ∆s = sb − sa として，以下のように
なる．

qa ⊗ qb = (cos(sa) u + sin(sa) v) ⊗ (cos(sb) u + sin(sb) v)
= [sin(sb) cos(sa) − cos(sb) sin(sa)](u ⊗ v) = sin(∆s)(u ⊗ v).
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第 6章

双曲面の射影とクライン円板

球面の狭義の射影と同様に、ある光源から光を出し、双曲面上の点に当て、その像
（image）を平面に写したものを議論しよう。

6.1 中心射影とクライン円板
中心射影では、図 6.1にあるように、任意の点と原点Oを結んだ直線が双曲面の底であ
る点 Zに接した z = 1の平面と交叉する点を像としている。r = (x, y, z)として、原点を
通過する直線に沿って、全体を縮小し、z = 1にする訳なので、像の座標は (x/z, y/z, 1)
となる。光円錐 x2 + y2 − z2 = 0の像はクライン円板の円周になる。したがって、双曲面
H = H+

2 全体の像は半径 1の円内に射影される。この円板をクライン円板（Klein disk）

Z

K K1

P (ℓ)

π

L*

P (L∗)

z

y
O

図 6.1 クライン円板 K
平面 π 内の ℓの像 P (ℓ)と、これと双対な点 L*およびその像
横軸は、平面 π を真横から見るように選んでおり、像 P (ℓ)は点になる
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Kという。

6.2 双曲直線の射影
任意の双曲直線は原点を含む平面内に存在するが、原点を含む平面の像はクライン円板
で直線となるため、任意の双曲直線の像は直線となる。直線は光円錐に漸近するため、双
曲直線の像は円板の縁から縁までとなる。

z > 0の一葉双曲面 H+
1 全体の像は Kと同一平面の円板外 K1 に一対一に射影される。

一葉双曲面の z = 0の円は無限遠に射影される。

6.3 クライン円板での M距離
双曲面の長さは当然であるが、角度も正しく射影されない。しかし、双曲面上の 2 点

A, Bを通過する双曲直線の像である直線と円板の縁との交点を C, Dとする時、2点間の
M長さは次式より読み取ることはできる。

|∆s| = 1
2

log AD · BC
AC · BD

右辺に現われた 4つの量の比を一般に複比（double ratio）という。この式の証明は、以
下のようである。(x1, x2) = (x, y)とし、その像の座標を (X1, X2) = (x1/z, x2/z)とし
よう。r = cosh(s) w + sinh(s) uと置いて、

Xk = xk

z
= cosh(s)wk + sinh(s)uk

cosh(s)wz + sinh(s)uz
= wk + tanh(s)uk

wz + tanh(s)uz
.

したがって、
tanh(s) = −wk − wzXk

uk − uzXk
.

さて tanhの定義式より、次式が誘導できる。

e−2s = 1 − tanh(s)
1 + tanh(s)

.

ここに前式を代入すると、c± = w ± uというベクトルを用意し、さらにその射影像の座
標を XC±

k = c±
k /c±

z としよう。実はこの二つのベクトルは光円錐上に来て、かつ点 r を
挟んで反対側に位置するので Cなる記号を採用した。

e−2s = 1 − tanh(s)
1 + tanh(s)

= −wk + uk − (wz + uz)Xk

wk − uk − (wz − uz)Xk
= −

XC+
k − Xk

XC−
k − Xk

C+
z

C−
z

.
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C

D

K

Z

P (l)

P (L∗)

図 6.2 クライン円板上の像 P (ℓ)と像 P (L∗)の上面図

ここで、この式を 2点 A、Bに対し求め、その比をとってみよう。

e2(sB−sA) =
XC+

k − XA
k

XC−
k − XA

k

XC−
k − XB

k

XC+
k − XB

k

.

A、B点を通る直線が、光円錐に対応する円板の縁の座標 XC+
k , XC−

k が点 D、Cだとす
ると、

e2∆s = AD
AC

BC
BD

.

この対数をとれば、証明終り。

6.4 双対直線およびその双対点へのクライン円板上の射影
双曲直線 ℓ の双対点を L*とする。L*は H+

1 面にある。図 6.2 にあるように、L*
の像を P (L∗) としよう。双曲直線 ℓ の像 P (ℓ) が円板の縁と交叉する点を C、D と
する。また、双曲面 H+

2 の底を点 Z とする。O と L*を通過する任意の平面は常に双
曲直線 ℓ と直交することから、rC ⊙ rP (L∗) = 0。rC は光円錐上のベクトルなので
rC ⊙ rC = 0。点 C、D、P (L∗) などはすべて像空間内にあるため z = 1 である。した
がって、rC ⊙ rZ = rP (L∗) ⊙ rZ = 1である。これらを利用して、

(rZ − rC) ⊙ (rP (L∗) − rC) = rZ ⊙ rP (L∗) − rZ ⊙ rC − rC ⊙ rP (L∗) + rC ⊙ rC = 0

z 成分のない M 内積はユークリッド内積と同じ（正負反転している）なので、ZC と
P (L∗)Cの二つの直線は直交する。つまり、点 P (L∗)は点 Cにおける円板の接線上にあ
ることになる。点 Dからも円板の接線を引けば、これら 2接線の交点として P (L∗)が定
まることになる。
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A
B

C D
E

P Q
a

b

c
d

e

図 6.3 直角五角形のクライン像

6.5 直角五角形
7章で述べるポアンカレ円板内で作図してみると、双曲面にはすべての頂点の角度が直
角な直角多角形は 5以上何角形のものでも存在可能である。図 6.3に示すように、直角五
角形（right-angled pentagon）を ABCDEとし、各頂点の反対側の辺、例えば点 Aに対
しては、CDのM長さを a、以下順に b、c、d、eとする。平面 OABと OCDの交線お
よび H+

1 と交点を P（図はこれの像を Pとしている）とする。また平面 OAEと OCDの
交線および H+

1 と交点を Q（図はこれの像を Qとしている）とする。AB、つまり APが
BCと直交しており、かつ DPが BCと直交しているということは、Pは平面 BCOの双
対点 E*の射影である。したがって、OB=rB と OP=rP は直交する。そこで、OA=rA

は以下のようにこれらの一次結合で記載できる。

rA = cosh(d) rB − sinh(d) rP .

同様に、点 Qとの関係から、

rA = cosh(c) rE − sinh(c) rQ.

二つの式の右辺第一項を移項して両辺の積を作ると、右辺は、

(− sinh(d) rP ) ⊙ (− sinh(c) rQ) = sinh(c) sinh(d)(rP ⊙ rQ)
= − sinh(c) sinh(d)(rC ⊙ rD) = − sinh(c) sinh(d) cosh(a)

ここで、(rP ⊙ rQ)の変形には rP = −tCD などであるので、(5.5)を利用した。左辺の
積は、
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(rA − cosh(d) rB) ⊙ (rA − cosh(c) rE)
= (rA ⊙ rA) − cosh(c)(rA ⊙ rE) − cosh(d)(rB ⊙ rA) + cosh(c) cosh(d)(rB ⊙ rE)
= −1 + cosh2(c) + cosh2(d) − cosh2(c) cosh2(d) = −(cosh2(c) − 1)(cosh2(d) − 1)
= − sinh2(c) sinh2(d).

なお、∠Aが直角の双曲直角三角形 ABEに対し、ピタゴラスの定理 (5.9)を適用した結
果の (rB ⊙ rE) = − cosh(c) cosh(d)を利用している。この結果、次式の最初の式が得ら
れる。他の式も ABCDEを順に入れ替えていけば、得られる。

cosh(a) = sinh(c) sinh(d), cosh(b) = sinh(d) sinh(e),
cosh(c) = sinh(e) sinh(a), cosh(d) = sinh(a) sinh(b),
cosh(e) = sinh(b) sinh(c).

これらの式は直角双曲三角形に成立するピタゴラスの定理 (5.9) に酷似していることか
ら、直角五角形のピタゴラスの定理と呼ばれる。

6.6 直角六角形
双曲面上の直角六角形（right-angled hexagon）に対し、正弦定理と余弦定理が成立す
る。まず正弦定理であるが、直角六角形の頂点を A, C’, B, A’, C, B’ とし、辺の長さ
を点 A から順に順に、b′, a, c′, b, a′, c としよう。対向する一組の辺、例えば c, c′ に対し
共通垂線（図で言えば RR’）を立てる。c, c′ により切り取られたこの垂線の M 長さを
dとする。この両側の二つの直角五角形に対し、前節のピタゴラスの定理を適用すると、
sinh(b′) sinh(a) = cosh(d) = sinh(b) sinh(a′)が成立する。これより、他の切断の結果も
纏めると、正弦定理が得られる。

sinh(a′)
sinh(a)

= sinh(b′)
sinh(b)

= sinh(c′)
sinh(c)

余弦定理は次のようにして誘導される。rP を平面 OC’BにM直交するベクトルとし、
点 Pをその像とする。以下、同様に R’, Q, P’, R, Q’とする。まず、(5.6)より、

rQ′ ⊙ rP ′ = −rB′ ⊙ rA = − cosh(c).

さらに、(5.5)より、

rQ′ = − cosh(a)rR′ + sinh(a)rB , rP ′ = − cosh(b)rR′ + sinh(b)rA′ .
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A

B
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C

B’

P

Q

R

P’

Q’

R’

a a′

C’

b

b′ c

c′

図 6.4 直角六角形のクライン像

したがって、rR′ ⊙ rR′ = 1、rR′ ⊙ rA′ = rR′ ⊙ rB = 0、rB ⊙ rA′ = −1を利用して、

rQ′ ⊙ rP ′ = cosh(a) cosh(b) − sinh(a) sinh(b) cosh(c′).

これらより、

− cosh(c) = cosh(a) cosh(b) − sinh(a) sinh(b) cosh(c′).

こうして、次の余弦定理が得られる。

cosh(c) = − cosh(a) cosh(b) + sinh(a) sinh(b) cosh(c′),

cosh(c′) = cosh(c) + cosh(a) cosh(b)
sinh(a) sinh(b)

.



43

第 7章

双曲面の射影とポアンカレ円板

球面の狭義の射影と同様に、ある光源から光を出し、双曲面上の点に当て、その像
（image）を平面に写したものを議論しよう。

7.1 立体射影とポアンカレ円板
立体射影では、光源を二葉双曲面の下半分 H−

2 の頂点 Sとし、それを z = 0の平面に
射影する。点 Sの座標ベクトルは rS = (0, 0, −1)である。したがって、双曲面全体の像
は半径 1の円内に射影される。この円板をポアンカレ円板（Poincarè disk）Dという。*1

7.2 双曲直線のポアンカレ円板への射影
まず、H+

1 の像は D内に作られるため、Hの像と重なる。したがって、H+
1 の議論には

適していない。
完全に天下りであるが、双曲直線 r = w cosh(s) + u sinh(s)の像は v + rS の像を中心
とする円になる。ただし、v は w, uにM直交する H1 上の単位ベクトルである。これを
証明しよう。図形が複雑になるため、図 7.1を参照してほしい。まず双曲面 H上の任意
の点 r = (x, y, z)を点 Sを基準にすると r − rS = (x, y, z + 1)。これを円板に投影する
と、z = r ⊙ rS なので rの像 P (r)は次式で与えられる。ただし、t = 1/(1 + r ⊙ rS)と
する。r ⊙ rS = z であるが、取り敢えずその置き換えはしない。

P (r) = t(r − rS) + rS where t = 1
1 + r ⊙ rS

.

*1 何故か Pとしないようである。diskの Dか。
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K K1

D

S

v

P (v + rS)

z

y

π

V

r

P (r)

Z

O

図 7.1 ポアンカレ円板 D
rの像 P (r)と、v のクライン像 Vとそれを z 方向に下した P (v + vS)（P (ℓ)の中心）
横軸は、双曲直線を含む平面を真横から見るように選んでいる

続いて、P (v + rS) であるが、上式の r の代りに v + rS を代入することから、s =
1/(1 + v ⊙ rS + rS ⊙ rS) = 1/(v ⊙ rS)として、

P (v + rS) = sv + rS where s = 1
v ⊙ rS

.

そこで、
P (r) − P (v + rS) = t(r − rS) − sv.

これを利用して、

(P (r)−P (v + rS)) ⊙ (P (r) − P (v + rS))
= t2(r − rS) ⊙ (r − rS) + s2v ⊙ v − 2ts(r − rS) ⊙ v

= −2t2(1 + r ⊙ rS) + s2 + 2tsrS ⊙ v = s2

ただし、1 + r ⊙ rS = 1/t、v ⊙ rS = 1/sを使っている。したがって、P (r)は P (v + rS)
を中心とし、半径 s = 1/(v ⊙ rS)の円であることが証明できた。以上の証明では双曲直
線の像が円であり、かつその半径もわかっている前提で証明を行ったが、わかっていな
い場合には、(5.7)に示した任意の双曲直線の方程式の (x, y, z)から像の座標を求めれば
よい。
この円の中心V= P (v+rS)が円板外に来ることから、円は円板外周と二点で交叉する。
その片方を Cとすると、平面三角形 OVCについて、OV2 = P (v + rS) ⊙ P (v + rS) =
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z

O
y

π

a

1/a

L

V

VL

C

D

x

y

Z

Z

図 7.2 双曲直線 ℓ を含む平面 π のクライン円板での像 L と、v の像 V、およびこれ
らを上から見た図
横軸は、平面 π を真横から見るように選んでいる

(sv + rS) ⊙ (sv + rS) = s2 + 2s/s − 1 = s2 + 1、HC2 = s2、OC2 = 1が成立するので、
∠C= π/2とする直角三角形である。つまり、点 Cで円は円板縁と直交する。あるいは、
円の点 Cでの接線は Oを通過する。双曲直線の射影であるポアンカレ円板上の円（円板
縁と直交する円）を P直線とよぼう。

7.3 クライン円板とポアンカレ円板
これまでに見てきたように、双曲直線の像はクライン円板上では直線になり、ポアンカ
レ円板上では円弧となるが、この二つの関係が面白い。図 7.2に見られるように、z 軸を
通る面で双曲直線の描かれている面に垂直なものを zy 面としよう。つまり、(x, y, z)座
標を回転し、y 軸がこの面内になるようにしたということである。すべての幾何学を x軸
方向から見てみると、双曲直線の描かれている面 π は直線に見える。この面 π と xy 面と
の交線が双曲直線のクライン面上での像であるが、この見方では一点となる。それを点 L
としよう。点 Lの z 軸からの距離を aとしよう。次に、π とM直交するベクトル v を描
く。これがクライン面と交叉する点を Vとしよう。点 Vを 1だけずり下げれば、この双
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V1

V2

P

図 7.3 二本の双曲直線 ℓの像の間の角度はポアンカレ円板上でも等しい

曲直線のポアンカレ像である円の中心である。点 V の y 座標は OL との M 直交性より
1/aである。
これらの関係を z 軸の方から見てみよう。クライン円板もポアンカレ円板も Hを中心
とする半径 1 の円となる。クライン像は点 K を通過し、y 軸に直交する直線である。そ
の直線がクライン（ポアンカレ）円板の縁と交叉する点を C、Dとしよう。一方、ポアン
カレ像は点 Vを中心とする円であるが、VC（または VD）を半径とする円となることが
簡単に証明できる。つまり、双曲直線のクライン像とポアンカレ像には深い関係があるの
である。

7.4 立体射影の等角性
二つの双曲直線 ℓi の間の角度はその交点 r における二つの双曲曲線の接線の間の角度

θ で定義される。また、その交点で r と二つの接線にM垂直な二つの法線 v1, v2 間の角
度に等しい。したがって、二つの法線のM内積は v1 ⊙ v2 = cos θ と余弦に等しくなる。
図 7.3を見よう。点 Sから像 P(vi + rS)に至るベクトル（つまり、原点 Oからこの像の
z を 1増した点 Vi に至るベクトル）を sivi としよう。すると、OVi の自己M内積（自
分自身との内積）は s2

i となる。さらにこれらの二つの M 内積は OV1⊙OV2|s1s2| cos θ

となる。これから、これら二点間を結ぶベクトル V1V2(= OV2 − OV1)の自己M内積は

(V1V2) ⊙ (V1V2) = s2
1 + s2

2 − 2s1s2 cos(θ). (7.1)

となる。また、二つの双曲直線の像である円の半径は、それぞれ si である。そこで三角
形 PV1V2 に着目すると、頂点 Pを挟む二辺が s1, s2 で、(V1V2)2 が (7.1)で与えられる
平面余弦定理の形をしていることから、∠V1PV2 = θ であることがわかる。点 Pで交わ
る二つの円弧は、それぞれ点 Pで PV1、PV2 に直交しているので、二つの円弧のなす角
度も θ、つまり元々の二本の双曲曲線のなす角度と一致する。
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A
B

C a

D
E

F

図 7.4 無限遠点を含む直角三角形からM長さを知ることができる

7.5 M長さの計測
ポアンカレ円板 D上の任意の P線分の M長さを知ることができる。図 7.4にあるよ
うに、任意の P線分（円弧）を BCとしよう。BCに直交する P直線（円）ACを描く。
点 Aは次のように定める。まず、円弧 BCの延長が D縁と交叉する点を D、Eとし、こ
の二点を通過する直線を描く。この直線と、点 Cにおける接線との交点を Fとし、FCを
半径とする円を描き D縁との交点が Aとなる。次に ABを描くが、この弧の中心は点 A
での接線上に存在するから、ABと（ユークリッド距離的に）等距離にある二等分線と接
線 AF の交点を中心として、AB を通る円を描けばよい。こうして A を無限遠点に持つ
直角三角形が作図できる。この三角形に、双対双曲余弦定理を適用し、∠A=0、∠C=π/2
を代入すると以下のように変形でき、∠Bはポアンカレ円板上の角度として実測できるの
で、cosh(a)、つまり aが得られる。

cos(A) = − cos(B) cos(C) + sin(B) sin(C) cosh(a),
1 = sin(B) cosh(a).

cosh(a) = 1
sin(B)

.

7.6 半球面モデル
原点 Oを中心とする z > 0の半球に射影中心を点 S= (0, 0, −1)として双曲面を投影し
たものを半球面モデル（hemisphere model）という。射影中心を Sとして、ポアンカレ
円板を半球に射影したものともいえる。特徴は、立体射影の逆であることから等角射影、
つまり双曲面からも等角射影であることである。さらに P直線、元は、双曲直線も、半球
の xy面との交線である大円に直交する平面との交線である小円（もしくは大円）となる。
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H上の点 r に対しそれを tr（0 < t < 1）と縮小したものがクライン円板上にあるとしよ
う。すると tr ⊙ rS = 1である。したがって t = 1/(r ⊙ rS)。
なお、半球上の像を z = 1の xy 面に、z 軸と平行な線で正射影したものはクライン円
板となる。

7.7 半平面モデル
点 (1, 0, 0)を射影中心とし、半球面モデルを yz 面に立体射影したものを半平面モデル

（half plain model）という。これも双曲面、ポアンカレ円板、半球面モデルと順に等角写
像をしてきているので、等角性を保っている。また、双曲直線 P直線は、境界と直交する
半円（もしくは直線）となる。
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第 8章

平面幾何学との関係

球面幾何学でも地球のように半径が大きな球であると，自分の身の周りの範囲ではユー
クリッド幾何学で議論してもほぼ問題ない．つまり球面幾何学を大きな半径の球面で議論
し，その半径を巨大化すると，平面幾何学に一致するはずである．なお，半径や底の位置
を今迄のように 1にして，任意の点の極く近傍で議論しても，平面幾何学が得られる．本
章では球面幾何学との関係を中心に論ずるが，双曲幾何学でも Hの底の位置を巨大化す
ると，任意の位置付近では平面幾何学が成立する．ただし，本章では球面幾何学からの近
似を中心に説明を行なう．双曲幾何学からもほとんど同じ手法で平面幾何学が近似できる
が，それは読者にお任せする．

8.1 平面直線
球面幾何学から平面幾何学を論ずるには，次式に従う巨大球面 SR を利用する．

x2 + y2 + z2 = R2.

R → ∞で，平面に漸近する．
球面直線は次式で与えられる．

r/R = cos(s) w + sin(s) u.

ここで，s = 0付近に限定し，s2 以上の項を無視すると，次式のように近似できる．

r/R = w + s u. (8.1)

ただし，w · w = 1, w · u = 0, u · u = 1 なる基底とする．(8.1) は平面直線を表わすと
する．
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同一平面内にある新たな次のようなベクトルを考えてみよう．

w′ = w + s′u. (8.2)

これらも別の基底になることは，w′ · w′ = 1, w′ · u′ = 0, u′ · u′ = 1となることから直
ちに証明できる．ここでも，s′2 以上の高次項は無視している．
再び s′2 以上の高次項は無視して，(8.2)から逆に元の基底を，新しい基底で表現してみ
よう．

w = w′ − s′u′.

これを (8.1)に代入すると，s′2 以上の高次項は無視して新しい基底で記述された r の表
現が得られる．

r/R = w + s u = w′ + (s − s′)u′. (8.3)

つまり，s → (s − s′)とすれば，新しい基底 w′, u′ が使えるのである．

8.2 接線ベクトル
r/R = w + s uとし，s → s + dsとしてみよう．この時，r → r + dr として，dr を
求めてみよう．これを ds t/Rと定義する．

dr/R = (w + (s + ds)u) − (w + s u) = ds u (= ds t/R).

つまり，sを増加すると移動していく方向であるので，tは平面直線の接線の方向を向く
ベクトルである．r · t = 0，t · t = R2 が成立するので，次式で定義される tは平面直線
の接線ベクトル（tangent vector）である．

t/R = ±u

接線の方向は二方向あるので ±を付した（特に断わらない場合は，正号，つまり sの増加
につれ r が動いていく方向）．球面幾何学や双曲幾何学では，直線の接線の方向は場所ご
とに異なるが，平面幾何学では一定である．なお，w = r/Rとすれば，u = t/Rである．
接線ベクトルは，これから平面三角形のいくつかの定理を証明する際に，積極的に利用
される重要な概念である．A，B二点の接線の向きを互いに対向するように tAB , tBA の
ように選択すれば，

tAB · tBA = −R2u · u = −R2.
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である．
さて，平面上の二点 A, Bの座標ベクトルは，これら二点を通過する平面直線を基準に
すれば，共通の基底 w, uを用いて次のように記述することができる．

rA/R = w + sAu,

rB/R = w + sBu.

これを w′, u′ を基底に替えると，(8.3)より，すべての sA や sB が s′ だけ減ることは明
かであろう．したがって，sB − sA は基底の取り方に依存せずに維持されることがわか
る．つまり，w, uの選択には大きな自由度があることが理解できよう．

8.3 平面線分の長さ
sB − sA が基底の選択によらず維持されることから sB − sA は A と B の間の平面直
線，つまり平面線分（planar line segment）の長さと強い関係を持っていることが予想さ
れる．実際，長さは (8.1)を利用して，次のようにして計算できる．∫ B

A
ds

∣∣∣∣dr

ds

∣∣∣∣ =
∫ B

A
ds R |u | =

∫ B

A
ds R = R |sB − sA|.

つまり平面線分の長さは R |sB − sA|である．

8.4 平面直線間の角度
平面直線の間の角度は，球面直線の間の角度と同様に，平面直線の接線の間の角度で定
義できる．

w の候補としては S上の任意の点を指すベクトルを採用した．uにはその点を起点と
する任意方向の接線ベクトル tがよいだろう．また，v の候補としてはこの二つのベクト
ルと直交する別の第三のベクトルがよいだろう．外積の概念があれば，r0 × t のことで
ある．
このように，平面幾何学は互いに直交する，S内の w, u, v の合せて三つの単位ベクト
ルにより議論することができる．wは平面に垂直な単位ベクトル，uは任意の平面直線の
接線，v はこの平面直線と直行する別の平面直線の接線である．
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8.5 平面三角形と平面余弦定理
平面上の 3 点を 3 本の平面直線で結んだものを，平面三角形（planar triangle）とい
い，それについて成立する平面三角法（planar trigonometry）について説明する．平面
上の平面三角形の頂点を A, B, C，各頂点における角度を A, B, C，対する辺の E長さを
a, b, cとする．各辺の長さに対応する巨大球に対する角度はそれぞれ a/R, b/R, c/Rであ
ることに注意してほしい．これらの角度は微少量になるため，色々な近似が使える．平面
三角形に関する諸定理は，この近似を利用する．なお，角度 A, B, C は微少量にはならな
いことを銘記して式変形を行なう必要がある．
巨大球に関する球面余弦定理は次のように書ける．

cos(c/R) = cos(a/R) cos(b/R) + sin(a/R) sin(b/R) cos(C),

cos(C) = cos(c/R) − cos(a/R) cos(b/R)
sin(a/R) sin(b/R)

.

R → ∞では，cos(x/R) → 1 − (x/R)2/2と近似できるため，これらの式は以下のように
変形でき，平面余弦定理（planar cosine theory）が得られる．

c2 = a2 + b2 + 2ab cos(C),

cos(C) = c2 − (a2 + b2)
2ab

.

球面余弦定理から誘導される次式の三角不等式（triangle inequality）も成立する．

c < a + b.

ついでに，これから sin(C)も求めておこう．

sin(C) =
√

1 − cos2(C) =

√
1 −

(
c2 − (a2 + b2)

2ab

)2

= 1
2ab

√
(2ab)2 − (c2 − a2 − b2)2 = 1

2ab

√
[c2 − (a − b)2][(a + b)2 − c2]

= 2
ab

√
s(s − a)(s − b)(s − c) = 2SP

ab

where s = 1
2

(a + b + c) and SP =
√

s(s − a)(s − b)(s − c).
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8.6 平面ピタゴラスの定理
C = ∠C を直角とする球面直角三角形に対して成立する球面ピタゴラスの定理は巨大
球面では以下のようになる．

cos(c/R) = cos(a/R) cos(b/R).

sin(A) = sin(a/R)
sin(c/R)

, sin(B) = sin(b/R)
sin(c/R)

. (8.4)

cos(A) = cos(a/R) sin(B), cos(B) = cos(b/R) sin(A). (8.5)

ここで xが小さい時の近似である cos(x) ≈ 1 − x2/2，sin(x) ≈ xを適用する（第 3式で
は cos(x) ≈ 1と近似）と，次の平面ピタゴラスの定理（planar Pythagorean theorem）
が得られる．

c2 = a2 + b2.

sin(A) = a

c
, sin(B) = b

c
.

cos(A) = sin(B), cos(B) = sin(A). (8.6)

8.7 平面三角形の内角の和と面積
∠Cの平面直角三角形に対する平面ピタゴラスの定理の (8.6)を利用し，次の余弦加法
定理の右辺を変形する．

cos(A + B) = cos(A) cos(B) − sin(A) sin(B) = 0.

したがって A + B = π/2となり，平面直角三角形の残る二角の和は直角に等しいことが
証明される．これより，平面直角三角形を二つ合せた一般の平面三角形内角の和（sum of
interior angles of a planar triangle）についても，次式が成立する．

A + B + C = π.

巨大球の球面三角形の面積が内角和過剰量で与えられることを利用して，平面三角形の
面積（area of a planar triangle）を算出してみよう．計算したいのは A + B + C − π で
あるが，これが微少量であることを考慮し，sin(A + B + C − π)で近似しよう．さらに，
まず ∠Cが直角な直角三角形を対象としよう．
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sin(A + B + C − π) = sin(A + B − π/2) = − cos(A + B)
= sin(A) sin(B) − cos(A) cos(B)

= (1 − cos(a/R) cos(b/R)) sin(a/R)
sin(c/R)

sin(b/R)
sin(c/R)

≈ a2 + b2

2R2
a√

a2 + b2
b√

a2 + b2
= ab

2R2 .

3行目へは，まず (8.5)を使い，さらに (8.4)を使っている．両辺に R2 を乗じると，左辺
はこの巨大球面上の三角形の面積 S，右辺は良く知られた平面三角形の面積 SP = ab/2
となるので，巨大球の球面直角三角形の面積 R2(A + B + C − π)が SP に収束すること
が示された．
一般の巨大球の球面三角形については，例えば点 Bから辺 ACに垂線を下ろし，二つ
の直角三角形に分離し，それぞれに対し上式が成立することから，一般に，

SP = lim
R→∞

R2(A + B + C − π)

が得られる．なお，この証明を sin(A + B + C − π) = − sin(A + B + C)から直接計算
するのは容易ではない．それは，余弦定理で示した 2次の微少量までの近似では右辺 0と
なってしまい，4次までの微少量の計算が必要となるが，それはかなりの作業量となるか
らである．

8.8 平面正弦定理
任意の巨大球の球面三角形 ABCに対し，以下の球面正弦定理が成立する．

sin(a/R)
sin A

= sin(b/R)
sin B

= sin(c/R)
sin C

.

ここで a/R などが微少量であることを考慮すると，次の平面正弦定理（planar sine
theorem）が誘導できる．

a

sin A
= b

sin B
= c

sin C
.

8.9 双対三角形
巨大球面における総体的に小さな三角形の双対三角形を考えよう．例えば，小さな三角
形が地球で言えば北極付近にあるとすると，その 3辺はいずれも経線に近い大円となる．
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その大円に垂直な直径が球面と交わる点として定義される双対点は赤道付近に散在するこ
ととなる．
さて，球面幾何学と同様に，球面上の任意の球面三角形 ABCを考え，球面線分 BC（長
さ a）と双対な点を A*，以下同様に B*，C*を定め，三角形 A*B*C*を ABCの双対球面
三角形としよう．
双対球面三角形に成立する余弦定理を書き下すと，次式のように，元の三角形の辺の長
さが頂点角に，頂点角が辺の長さに書き変わった式となる．

cos(C) = − cos(A) cos(B) + sin(A) sin(B) cos(c/R),

cos(c/R) = cos(C) + cos(A) cos(B)
sin(A) sin(B)

.

さて，R → ∞とすると，

cos(C) = − cos(A) cos(B) + sin(A) sin(B).

これが言うなれば双対平面余弦定理（dual planar cosine theorem）であるが，右辺が
− cos(A + B)になるので，C = π − A − B と同じ意味になっている．
なお，双対三角形の概念は平面三角形に厳密にはない．平面三角形はそのサイズに比較
し巨大な球面上の球面三角形で近似できるが，双対な三角形は非常に巨大となり，永遠の
彼方に発散してしまうからである．
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第 9章

座標変換

9.1 計量，内積，計量テンソル
改めて，計量とは何かというと，距離を定義するものであり，さらに広く，それに関係
する種々の幾何学的構造をを含有する概念といえる．一般に，曲線に沿った計量の概念を
考えると，間の非常に空いた 2点間の距離というのは考えづらい．そこで，普通は近接し
た 2点間の距離を議論する．遠距離はその積分で議論する．2点を結ぶ座標の差 dxi に対
し，計量は一般的に次のように表わされる．

∑
ij

dxigijdxj =

dx1
...

dxn


T g11 · · · g1n

· · ·
. . . · · ·

gn1 · · · gnn


dx1

...
dxn

 = dxT {g}dx

gij は計量テンソル（metric tensor）と呼ばれ，二次元のユークリッド計量であると，
diag を対角テンソルとして，gmn = diag(1, 1) であり，ミンコフスキー計量であると，
gmn = diag(1, −1)である．

9.2 球面幾何学における座標変換
R3 における任意の点（Sに限っていないことに注意）に対応する座標ベクトルを r と
する時，これを球面幾何学における基底 {ui} = (u, v, w)を使って次のように表わそう．

r =
∑

i

Xiui.
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ただし {Xi} = (X, Y, Z)である．この式の両辺に uj (j = 1, 2, 3)を順に乗じる（内積を
作る）ことにより，次式が得られる．ただし，ui · uj = δij を利用する．

Xj = r · uj .

したがって，次のように書ける．

r =
∑

j

(r · uj)uj .

さて，別の基底 u′
i を考えよう．これらのベクトルも，uj で表現することができる．そ

れらの成分を {aij} (i, j = 1, 2, 3)で表わすと，

u′
i =

∑
j

aijuj =
∑

j

(u′
i · uj)uj .

x = a sin θ cos ϕ

y = a sin θ sin ϕ

z = a cos θ

したがって反変順変換係数 ∂M
µ′ は次式で与えられる。

(
{∂M

µ′ }
)

=

∂x
θ ∂x

ϕ

∂y
θ ∂y

ϕ

∂z
θ ∂z

ϕ

 = a

cos θ cos ϕ − sin θ sin ϕ
cos θ sin ϕ sin θ cos ϕ

sin θ 0



a2

cos θ cos ϕ − sin θ sin ϕ
cos θ sin ϕ sin θ cos ϕ

− sin θ 0

T cos θ cos ϕ − sin θ sin ϕ
cos θ sin ϕ sin θ cos ϕ

− sin θ 0


= a2diag(1, sin θ2)

ρ = sin θ とすると，

x = aρ cos ϕ

y = aρ sin ϕ

z = a
√

1 − ρ2

したがって反変順変換係数 ∂M
µ′ は次式で与えられる。
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(
{∂M

µ′ }
)

=

∂x
ρ ∂x

ϕ

∂y
ρ ∂y

ϕ

∂z
ρ ∂z

ϕ

 = a

 cos ϕ −ρ sin ϕ
sin ϕ ρ cos ϕ

− ρ√
1−ρ2

0



a2

 cos ϕ −ρ sin ϕ
sin ϕ ρ cos ϕ

− ρ√
1−ρ2

0


T  cos ϕ −ρ sin ϕ

sin ϕ ρ cos ϕ
− ρ√

1−ρ2
0


= a2diag( 1

1 − ρ2 , ρ2)



59

第 10章

相対論と双曲幾何学

特殊相対性理論（special theory of relativity）（以下，単に相対論（theory of relativity）
という）は双曲幾何学と強い関係を持っている. しかし，相対論では平行線が無数に引け
るという概念も双曲三角形も現われない．本書では物理現象にあまり深入りすることな
く，簡単に両者の関連について説明を行なう．

10.1 相対論における座標変換
移動する座標系 S’の運動を静止する座標系 Sから見たらどう見えるだろうか．具体的
には，電車（S’）の中で (x′, t′)の座標が地上（S）から見るとどんな座標 (x, t)に見える
かという課題である．直観的な関係は次式で表わされるだろう．

x = x′ + vt

y = y′

z = z′

t = t′

つまり，電車中で時刻 t′ に起きた事象は外から見ても同時刻に観測されるし，電車に固定
された位置座標 x′ の事象は電車の速度 v とする時，電車の原点が vtで増えていくので，
その分だけ大きな値として観測される．これより，次の変換式が得られる．

x′ = x − vt

y′ = y

z′ = z

t′ = t
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これがガリレイ変換（Galirei transformation）と呼ばれるものである．この式の通りだ
とすると，車内の座標で x′ = V ′t′ で動いている物体は，外からは V ′ + v で動いている
ように見えるはずであり，我々の直観を裏切らない，
ところが，実験によると，車内で V ′ = cで走る光は外から見ても cの速度で走ること
が確認された．このため，ガリレイ変換には何らかの修正が必要となったのである．そこ
でアインシュタイン（Einstein）は次のような仮説により新しい変換則を導出した．

1. 実験の結果は，どんな方向に向う光の速度も，いかなる系でも cになるというもの
であった．もし，S’系で t′ = 0に原点で光が四方八方に放出されたとすると，その
波面は x′2 +y′2 +z′2 = c2t′2に従うが，それを S系で見た場合，x2 +y2 +z2 = c2t2

に従わなければならない．
2. 移動する座標も静止している座標も全く対等である．
（a）ガリレイ変換と同様に，y′ = y, z′ = z が成立する．
（b）S’系の原点 x′ = 0は S系では x = vtで移動し，逆に S系の原点 x = 0は S’

系では x′ = −vtで移動するように見えるはずである．

そこでまず仮説 2 より，動系，静止系という概念は消失し，S 系も S’ 系も共に慣性系
（inertial system）と呼ばれ，互いに v の速度で離れていく系である．仮説 2の各小項よ
り，次の変換式が仮定できる．

x′ = A(x − vt)
y′ = y

z′ = z

t′ = At − Bx

これらの変換式を x′2 + y′2 + z′2 − c2t′2 = 0に代入してみよう．さらに，仮説 1より，

x′2 + y′2 + z′2 − c2t′2

= A2x2 − 2A2vxt + A2v2t2 + y2 + z2 − A2c2t2 + 2ABc2xt − B2c2x2

= (A2 − B2c2)x2 + 2A(Bc2 − Av)xt + y2 + z2 − A2(c2 − v2)t2

(= x2 + y2 + z2 − c2t2)

これより，A = γ, B = Av/c2 が得られる．ただし β = v/c, γ = 1/
√

1 − β2 である．し
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たがって，最終的な変換式として次式が得られる．

x′ = γ(x − βct)
y′ = y

z′ = z

ct′ = γ(ct − βx)

また，逆変換式は次のようになる．

x = γ(x′ + βct′)
y = y′

z = z′

ct = γ(ct′ + βx′)
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